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本 书 是 我 在 荷兰 乌 得 勒 支 大 学 讲授 凸 分 析 的 基础 上 写 成 
的 。 目 前 人 们 在 理论 及 应 用 方面 对 西 分 析 赵 来 越 感 兴趣 。 考 虐 
到 本 书 是 一 本 入 门 救 材 ， 因 此 ， 我 力求 着 重 强调 凸 分 析 的 基本 
概念 和 这 一 数学 分 支 所 特有 的 方法 〈 诸 如 分 离 ， 次 梯度 ， 共 罗 
AA, GR 443) 。 各 部 末尾 的 大 重 基本 练习 《在 书 末 有 答 
PPRT) 是 帮助 读者 理解 所 使 用 的 这 些 概念 的 。 

本 书 可 供 对 凸 性 理论 有 兴趣 的 青年 朋友 使 用 ， 他 们 已 有 徽 
积分 ， 线 性 代数 和 一 般 拓扑 学 的 数学 基础 ! 并 热 悉 泛 函 分 析 的 
基本 概念 《例如 赋 范 线性 空间 ， 项 尔 佰 特 空间 ， 对 偶 等 ) 。 

为 了 表达 本 书 的 特色 和 引起 学 生 的 兴趣 ， 我 不 限于 在 实践 
中 经 常 要 处 理 的 有 穷 维 情形 。 但 为 使 局 部 凸 空间 一 凸 分 析 的 本 
质 部 份 一 的 主题 尽 可 能 地 简单 ， 本 书 仅 限于 赋 范 空间 。 

在 书目 摘要 注释 中 ， 我 们 收集 了 一 些 历史 性 的 评论 和 其 他 
材料 ， 当 然 ， 这 些 决 不 是 详尽 的 。 

第 一 章 我 们 概括 了 实 直 线 上 的 实 凸 函数 理论 的 要 点 5 对 取 
无 穷 值 的 函数 也 作 了 一 些 推广 。 

第 二 章 研究 线性 空间 中 酝 集 的 代数 性 质 。 对 于 线性 拓扑 空 
间 ， 我 们 给 出 了 凸 集 的 菜 些 拓扑 特性 。 

第 三 章 把 线性 空间 中 的 分 离 定理 拓 广 到 线性 拓扑 空间 ， 得 
出 Hahn-Banach 定理 。 

第 四 章 介 绍 Re 中 有 关 西 子 集 的 一 些 经 典 定 理 及 对 多 面 
锥 的 某 些 应 用 。 我 们 利用 相对 内 部 的 概念 研究 了 R° 中 的 分 离 。 


x. 


第 五 章 研究 定义 在 线性 空间 上 可 以 取 无 穷 值 的 函数 。 在 某 
种 意义 上 ， 局 部 有 界 性 原来 等 价 于 连续 性 。 还 研究 了 重要 的 下 
半 连 续 性 和 次 可 微 性 的 概念 。 

第 六 章 级 述 对 偶 理 论 ， 并 给 出 二 次 圾 函数 和 支撑 孙 数 的 某 
些 特性 。 

第 七 阐 给 出 在 最 优化 中 ， 耳 性 的 内 涵 的 一 些 刻 划 。 本 齐 主 
要 讨论 凸 规划 (Kuhn-Tucker 条 件 ， 鞍 点 和 Fenchel 的 对 偶 定 
m). 

A F. John Horváth R, Fie kaita Z i 
FARFA, RiP) F Tineke de Bunje fe Leen Roozemond 
曾 读 过 成 的 全 部 或 部 分 手 糖 ， 并 作 了 许多 修改 ,在 此 ，, 特 向 他 们 
AA. RE, a M.M, Meije 夫人 花 党 许多 时 间 打 印 手 稿 表 示 
Sh. 

Jan Van Tiel 
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第 一 章 实 直线 上 的 凸 函数 


这 一 章 里 ， 我 们 用 了 表示 尺 中 的 〈 闭 ， 开 或 半 开 ， 有 限 
RERO KE. 


实 a 函 数 


1.1 定义 


设 函 数 f, 7->R。 
(a) 了 称 为 是 凸 的 ， 如 果 对 任何 的 9，bE7 及 任意 实 
AAE, D, A 


fat- Ab)LÀf a) + Q - 2) fO), (1) 
图 1 表明 凸 性 的 几何 意义 ， 端点 Aa, fa) # (6, f) 
的 弦 总 是 位 于 f 的 图 形 的 上 方 。 


(b) f 称 为 是 严格 凸 的 ， 如 果 /为 凸 的 , 且 在 (1) 式 
中 ， 对 无 论 怎 样 的 asb 均 有 严格 不 等 式 成 立 。 


1.2 
我 们 给 出 f. R BERILA CY iik: 


(a) 对 任意 G6，b，xET，c<x<b， 有 
fax - fos SS fo 
注意 这 个 不 等 式 的 右边 可 以 写成 


fœ- f(a) 
b-a 


fca) + (x-a) 


(b) 对 任何 的 0，bET RER A, HER, HA>0,4>0, 
À+u=1, 有 ` . 和 
Fat pb Afa) tuf Oy 


1.3 ; š 
以 下 简单 性 质 的 证 明 留 给 读者 。 
(a) 如 果 了 和 9 是 凸 函 数 , 且 a>0，B>>0， 则 af+Bg 


也 是 凸 函数 。 
(b) 有 限 多 个 号 函数 的 和 是 凸 函数 。 
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(o) KAN RREAIN AE BIENEN, 
(d) 设 f: ISR 是 凸 的 。 则 有 


Damel Hna) Erten 


其 中 xi€ 和 N20 G<i<n) ， XA = 


(e) 8 f 是 任意 多 个 凸 函数 [->R 的 点 态 上 确 界 ， 若 f 在 
了 上 处 处 有 限 ， 那 么 了 是 凸 的 。 对 于 下 确 界 ， 类 似 的 @ 88 R 
立 吧 ? 

1.4 “定理 

设 / ，7->R 是 本 的 , 则 对 任何 的 ab,x CI, a<x<, ,本 


fa) - f(a) <40- fla) <LO- f. 


x-a b-a b-x 


如 果 了 是 严格 凸 的 ， 则 《〈 2 ) 式 中 的 严格 不 等 式 成 立 。 ， 


(2) 


图 2 
2 表明 这 个 定理 的 几何 意义 : 


#PECAB)S<8:R AOLE BO), 


证 明 。 因 为 是 凸 的 ， 我 们 有 
= (3) 
从 这 个 不 等 式 我 们 可 以 推出 
fœ- fop f+ +S fO) 


= Lf -fo)] 
这 证 明了 《2 ) 式 中 的 第 一 个 不 等 式 ， 第 二 个 不 等 式 可 用 类 似 
方法 证 明 ， 如 果 了 是 严格 凸 的 ， 则 在 〈 3 ) 式 中 严格 不 等 式 成 
立 * 在 《2 ) 式 中 亦 如 此 。 


1.5 
RN A iD 表示 /的 内 部 , 设 /7~>R 是 凸 的， 
c€int(I), (&iE[a, blcI, 满足 4a<c<b。 由 定理 1.4， 对 
任意 x € <c， 妇 ， 我 们 有 
fr-feay c feo fe) 
c-a `“ X 一 C 


由 定理 1.4 也 得 出 函数 


x LOEO 
x-c 


在 <e， 纪 上 是 非 占 的 。 因 此 ， 右 导数 
faon stim {Of 
存在 。 用 交 似 方法 可 以 证 明 左 导数 FORTE. 
如 果 a<c<ad <b， 则 对 于 充分 小 的 正 数 ， 我 们 有 
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fo- f(e-h) feth) - fee) fd) -fid-h) 
h JO h D h 


令 h> 0, WRR, RITE 
OR f,(e)< fl (d), 
这 样 ， 我 们 证 明了 下 面 定理 。 
1.6 ”定理 


ik f; I—R 是 凸 的 ， 则 f # int(7) 的 每 一 点 有 右 导 数 和 
EFM, HILM f, 在 int(1) 上 是 非 碱 的 ， 如 果 c€ ind), 
我 们 有 

ft (c)< f, (c) 
并 且 ， 对 所 有 的 x ET 〈 见 图 3 ) 有 

Fœ fe) + faxe), fx) fe) + fiae), 

注 。 设 f: Co, 的 -> 有 是 凸 的 。 上 述 证 明 指出 ， 在 这 种 情 况 , 若 + 和 -o> 
允许 作为 极限 ， 那 么 f. (aym / O. 


Fo + fitos- o) 


' 
! 
‘y=f(c) +f:(e)(x-e) 


c 
ms 


1.7 


f: IR 称 为 是 相对 于 L c I 如 果 存 
在 K>0， 使 得 对 所 有 x， IEL». 有 
leo FO < K x- 31, 
此 条 件 荀 涵 着 f 相对 于 T, 是 连续 的 ， 甚 至 是 一 致 连 续 的 ， 且 
El, 的 每 一 个 有 界 闭 子 区 间 上 ， f 是 有 界 变 差 函 数 。 


定理 。 f: ISR 是 四 的 ，[a， 的 Cint(7)。 则 

(a) 了 是 相对 于 fa， 的 的 李 普 西北 函数 。 

(b) 在 int(T) 连 续 。， f 

证 明 。 显 然 存在 c， de 1, 使 得 e<a<b<d， 1 定 Bë 
1.6， 我 们 有 


f(x) -f(y) 
x-y y. 


fi <fn), 


Hpa<x<y<b., HJk IO- fO) <K|x- yl, 
此 处 天 ，= max(|/,(a)|, FO). ; (b) (a) 
的 直接 结果 。 ` 


EE. m& fam, a 即使 了 是 闭 的 和 
有 限 的 ，f 也 未 必 在 了 上 连续 。 ”、 pe” 


1.8 I 
一 个 相对 于 区 间 [a， 的 的 李 普 西 兹 函数 在 Lo， 扫 上 是 绝对 
连续 的 ， 众所周知， 这样 的 函数 几乎 处 处 可 微 ,于 是 ， 从 好 


1.7 得 出 心静 数 几 笠 处 处 可 微 。 
下 面 我 们 在 不 利用 绝对 连续 概念 的 情形 下 ， 去 证 明 届 函数 
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的 一 个 较 强 的 可 微 性 性 质 。 
定理 jf, I—R 是 西 的 ， 则 
(a) 在 int(1)，f Etg fl 右 连 续 。 
(b) f 仅 有 可 数 多 个 不 可 微 点 。 
证 明 (a) AF /在 int(7) 的 连续 性 Sı 7 对 所 有 
x, Y, zE int(7)， 我 们 有 
UON ZH, -lim fo- = 


ziz 


TEM A 取 极 限 y + x, 得 到 “ 


>lim 上 (2) 


f4) >lim f;(2), 
另 由 f ERK GEW1.6), 又 有 
filim f; (2), 
从 而 f, (x) =lim f, (x), BD f; 右 连 续 ，f: 的 左 连 续 性 .可 类 
似 证 明 。 f . 
(b) 由 定理 1.6, H PF # WJ x, y, z€ int(1), B x< 
y <z# 


FOKIN (2). 
如 果 请 在? 连续， 就 有 . 
fO) = lim f} (2) = lim f4 (2) = f(y) ' 


这 意味 着 JEY 是 可 微 的 。 从 而 推出 /在 int(I) 的 不 可 微 点 
是 非 减 函数 f+ HERA, HF f+ 仅 有 可 数 多 个 这 样 的 点 ， 
Cb) 得 证 。 


中 点 FÉ 性 


1.9 

ATRE g: Hat R ANHE 

定义 。 函 数 f, IOR 称 为 是 中 点 凸 的 , 如 果 对 所 有 的 o, 
b € T; 有 

IEP) Hro + feb), (4) 

图 4 表明 中 点 凸 性 的 几何 意义 ， 连 接 /图 形 上 两 点 的 弦 之 中 点 
总 位 于 图 形 上 对 应 点 的 上 方 。 

110 ”定理 

设 f: IR 为 中 点 凸 且 连续 ， 则 了 是 凸 的 。 

EA BE Ca) 是 了 中 一 个 序列 ， 由 (4 ) 得 出 


— te) )<+ z(e) +f =) 
<A Ca) + fca) + fC) + fca 
用 归纳 法 ， 可 以 证 明 ， 对 所 有 形 如 2* 的 # 有 
f(a. (5) 
现在 假定 当 # =N W. (5) ARY. $ 


1 
n= Ca, +a, +e + Gn-1), 


我 们 有 
ov= 方 (a,+ “+an) 
于 是 
kaes (a 


可 见 


N-1 


fanti fa, 


iel 


1 N-1 
fand < Ñ— > Fiap 


因此 ， 当 nn = 入 -1 时 《5) 式 也 成 立 ， 从 而 导 得 对 所 有 的 
n EN (5) 式 成 立 。 
ita, b E11 及 kh，n €N, k<n, M (5) RE 
(Eat he) + Gu- fb. 
因而 ， 对 任何 的 分 数 入 EQ, 且 和 E00, 1) 
fhat ll- MOKAS) + G - À) fO) (6) 
成 立 。 鉴 于 f 的 连续 性 我 们 便 得 出 对 任意 实数 入 Et0，1》， 
(6) 式 也 成 立 。 


可 微 G É 数 


1.11 定理 


设 工 是 开 的 ， fÀ IRKTIR, W 是 凹 的 ， 当 且 仅 
当 对 所 有 x € 1, POOS 
证 明 ”必要 性 。 由 定理 1.6，j 在 了 上 是 非 减 的 ， 因 此 ， 
对 所 有 x € I, fr2>0. 
充分 性 。 设 x y ET，x<y，0< 和 <1.。 按照 微分 学 的 
中 值 定理 ， 存 b ba x<t <+ (1 一 和 )y< 纪 <y， ft 
Ë, E <t, ,<5,, 1848 
fONx+ 1-— NY) AF) -NF 
A a ENY) = faH 
+(1-))y)-fO)]1=AG —))(y=-x)f E) 
4 (1— MAMx— y)f' (Es) ; 
= 入 (1 一 入 )(y 一 x)(E = EDF E0, 


由 此 得 出 f 的 。 
注 。 从 上 述 证 角 ， 我 们 可 看 出 : 若 对 所 有 xE 工 有 j(x)>>0， 则 了 是 严 


HDAN ERARA, Wi: 函数 f， xxt 在 RR 上 是 严格 是 的 。 然而 有 六 (0) 
=0。 Uea zd 


1.12 不 等 式 ， $ 

MERLTARANRRN ESANA 子 。 借 助 于 这 

些 函 数 ， 我 们 能 导出 一 些 年 看 起 来 并 非 很 简单 的 不 等 式 .我 

们 给 出 一 个 例子 ; 区 在 总 的 x 福 6，y 六 0，X>>0，h>0 及 入 + 
k=1 有 
10 


siyir uy 《7) 
利用 函数 %*->e* 的 严格 凸 性 ， 可 得 
exp(À log x + h logy )<) exp(log x) + pexp(logy ), 
(7 ) 的 常见 形式 尚 有 f 


, 1 1 I 
xi Pyl 二 x 十 二 8) 
“YT g3 ( 
及 
xy< tx Ly : = (9) 
P q 


其 中 x>0， y>0, p>1, q>1 B 1/p+1/q=1, 34 p= q= 
2 时 ，《 8) 是 熟知 的 不 等 式 


V xy < ary. 


与 积分 有 关 的 定理 


1.13 ”定理 
RRRS: (0, bR, f 是 凸 的 当 且 仅 当 了 可 表示 为 
feo=fey+ 人 opd exedei y QO 
其 中 g 是 定义 在 Ca，6》 上 的 非 咸 右 连续 实 值 函数 . 


证 明 、 必 要 性 。 设 f 是 是 的 ,Cc，x*E€《a，b》。 由 定理 1,6 
和 8§1.8，f+ 存在 且 为 非 碱 的 右 连 续 函 数 。 令 
hey, = [° [Grd -EOD q, 


我 们 有 


lm Bcfdtte) -ff (a<t<b,. 
由 $1.7， 存 在 K>>0， 使 得 对 所 有 的 tC《c，*x》， 及 所 有 充 分 
小 的 e>0, A 

trare -fp]|<K. 
应 用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 得 到 

limh (e) = | raba: 
(注意 鉴于 被 积 函数 的 单调 性 ， 后 面 这 个 积分 是 黎 曼 可 积 的 ) 
我 们 又 有 

fisar- fog =t f foa- fi foar] 


=+ fadt -fU f(t) at 
>f) -fey Hejo 
CH f RERE). E i 
f-o = ffar, an 
KAE, EE 10 成立 ， 其 中 0 是 非 减 的 ， 设 x yE 
《0，b》，x<y 及 和 Ed0，1， 令 z， = 和 Xx+(1- 和 )y， 我 们 
有 ( 见 图 5》 ' 


f£(2) ~ M(x) (1 MY) - f 
“MfD EFJ- MEO- E] 


=à fi gadt- a-m aya 


SAX(z-x)g(z)-(1-X)(>-2)9(2)=0 


(因为 z-x= (K-1)(z-y)K y-z=X(y- x), 
注 。 我 们 知道 一 个 函数 f，[a，8] 及 是 绝对 连续 的 ， 当 县 仅 当 了 能 # F 


z 
了 (x) = c+ j gtdt 
a 


其 中 cER，g 是 勒 贝 格 可 积 的 。 于 是 我 们 几乎 处 处 有 f = g《x)， 因 此 (11) 
AR 了 的 绝对 连续 性 的 一 个 直接 结果 ( 见 $1.8)。 


1.14 

设 f; Ca, b)>R 是 凸 的 ，oE[o，b J Q<i<n) ， 则 
我 们 有 

(Saji óra. a2) 
(12) 式 是 "个 数 的 算术 平均 值 (a.m) EA: 

Foum,ofaia… aa) Ca, M, Of f(a,),f(a,) t, f (an) 。 

对 于 函数 的 平均 值 也 有 类 似 定理 ， 
13 


人 . J: 
定理 (Jénsen FER) : Wk f: <a, by—R 是 凸 的 ，9 
Te, :四 这 《的 -的 是 连续 的 ， 则 “ 
A a; oo da ea . | Fawaz, 
I 证 明 。 令 
六 =gh f swa 
RIJA pe <a, bx. HEW1.6, HERH yC <a, b), E 
INSE) + fi) O- p) 
Ik, WERA x€[c, d] 
I f (g(z)) >f (p) + f, (p) [g (z) — pJ 
在 [c，d] 上 积分 上 述 不 等 式 ， 即 得 要 证 明 的 结果 。 


+. 

(a) 在 此 定理 中 ， 可 以 用 任意 一 个 在 [c，d] 上 家 贝 格 可 积 的 函数 米 代 替 9。 

(b) Jensen 不 等 式 在 概率 论 中 有 下 述 类 似 结论 它 可 用 同 法 证 明 。 

设 义 是 一 个 具有 概率 测度 上 的 概率 空 间 CH 此 R(x) = 1) , f, da, by>R 
AAW, g: X-> 4, byjk u— 3 8. W 


rf, s> f. (foo)dh， 


用 概率 术语 ， 如 果 x EX LUMER, WARN 有 SEDELO], J€ 中 
-Ex 是 x 的 期 望 值 。 


共 轿 函数 


1.15 定理 


. ”函数 1 ，R->R 是 止 的， 当 且 仅 当 存 在 一 个 函数 9: R> 
RU{+co}, 使 得 对 所 有 x ER 有 
14 


fœ) = sup [xy - g0] 


证 明 。 充 分 人 性。 我们 有  - 
f(x) = su 9g(y)] 
我 们 看 出 f 是 一 仿 射 函数 〈 因 此 是 凸 的 ) 族 的 点 态 上 确 界 ， 由 
$1.3(e), f 是 凸 的 。 
必要 人 性。 定义 函数 9; RRU{+co} 为 
gi) = sup[x< y ~ fœ. 


设 xoER， 对 任意 的 yER 有 
9(y) 2x,y - f (xO) 
因此 
Xy -JKF (2). 
从 而 : 
sup [xy ~ g(3) J<f (x0). a3» 
D Yor = 开 (Xo)。 按 照 定理 1.6， 对 任意 x* ER 有 : 
f (x) Sf Ea) + f) (x) (= xu) = Í G) + YX — xo) 
因此 Y 
xy — f(x) SX — f (x) , 
于 是 


IY) = XVa — Í (xa) 
Bg 
xoyo 一 9(yo) = f (xo) , a4) 


由 G3) A 0N 式 证 得 必要 性 。 
1.16 


EEK 9 称 为 了 RIRN. fA 9 组 成 函数 对 ， 使 对 所 
15 


Ax, YER 满足 不 等 式 
fe) +g) >%y, (15) 
我 们 给 出 定理 1.15 的 下 述 几何 解释 〈 见 图 6)。 斜 率 为 
y, REX- o 的 直线 m 处 处 位 于 了 的 图 形 之 下 方 当 且 仅 当 对 
任意 的 x*ERR， 有 
yx-— a< f(x) 
即 是 
a2xy- f(x), 
满足 这 个 不 等 式 的 最 小 数 a 
是 
sup[xy -f(x)]=g(y) 


因此 ， 尽 可 能 地 向 上 平移 
m, 以 得 到 一 条 与 的 图 形 相 
Zs: 且 截 距 等 于- g(y) 的 
直线 n(y)， 定理 1.15 告诉 
我 们 f 的 图 形 是 这 类 直线 
ny) Gé R) 的 包 络 当 且 仅 
当 f 是 凸 的 。 建 议 读者 去 给 
出 定理 证 明 中 选 得 的 y, 的 几何 解释 ， 并 给 出 ‘9(y) = + co" 的 
几何 意义 。 


1.17 例 
(a) 设 p>1, f(x)= ld?'/p (ER), MH 
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此 处 二 + 过 =1。 因此 ;由 05 式 , 对 所 有 实数 x 和 y ( 见 
$1.12) 有 


xy< + ll”+ +I y (16) 
(b) itf: [0，co>>~R 为 严格 增 的 连续 函数 ， 且 /0) = 
0. 设 9 是 j 的 反 函 数 ， 我 们 定义 已 和 @ 为 
| Pima 如 果 x 之 0 
FG) = . 
0 如 果 x<0 
Giy) = ood 如 果 yEfo, e>), 


HERL., FMG 为 凸 函 数 ， 可 以 证 明 .C E F WJ yi E 
Lto, co>) 上 的 限制 .因此 对 每 个 x 之 0, yEf [0,+co>)， 


xy<F (x) + G (y) 


xy< "foyai+ f g(u)du, an 


(17) 叫做 Young 不 等 式 。 图 7 给 出 它 的 几何 解释 ， 并 指出 
初等 证 明 的 思路 。 在 Young 不 等 式 中 , 取 f (x) =a, g(y) = 


ym (这 里 请 >1 且 二 + 二 = 1 ) ， 我 们 再 一 次 得 (16) R. 


因此 


在 R 上 取 值 的 凸 函数 


1.18 
在 定理 1.15 中 已 涉及 到 在 RU {+ eo) HIRERE 数 。 
17 


今后 我 们 将 考虑 更 一 般 的 取 值 于 R=RU{+co}U{- eol 中 
的 函数 。 至 于 含有 + co 和 - co 的 计算 ， 我 们 采用 显然 的 规则 ， 
例如 x+ (+ co) = +co, #x € R, x。(-co)=--oco 若 
< 之 0。 也 采用 下 述 不 太 明 显 的 规则， 


图 7 i 
0.(+co)=(+co)*0=0.(-co)=(-cc).0=0.， 


而 + ce - < 未 作 定义 。 
: 下面， 我 们 继续 推广 凸 函 数 的 概念 

r 149 定义 i 

Bf: R -> 民 称 为 是 凸 的 ， 如 果 对 所 有 满足 f(x) <u, 
fo)<v 和 0<AX<1 的 x， Y, À, B; vER, 有 

fx+ A-M) Kiut -NY, (18) 
1.20 
otf: ROR EDE 3k, <u, FOY, 0<k<1, 
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则 
š f Ox+t -MyM + -Nf < 
M+ (1—Nv, ` 

反之 ， # 089 式 成 立 , 则 对 任意 H e> 由 于 f(x)<f(x)+ 
E, f o) < fO) +e 我 们 有 

f Ox+ A-MILAF (X) + -MFO + 
于 是 

fx+t (1-My) Nx) + 0 - D fO) 
就 是 凸 的 。 可 见 定义 1.19 确 是 定义 1.1 的 推广 。 


1.21 定义 
(a) AA f, R> RR 的 有 效 域 是 集合 
{xERI f(x) <+ ec), 

用 dom(f) RKR. ; 

(b) R 上 的 正常 凸 函 数 是 不 恒 等 于 + 的 凸 函数 R->RU 
{+o}, 

©) R LRRERNERER LI-ANRREKEER 
的 。 


2 
读者 易 证 凸 函 数 f, RR 的 有 效 域 是 凸 的 (因此 是 一 
个 区 间 ) 。 


AARAL KERORA F: R-=R 可 以 看 作 是 由 某 个 


域 为 了 的 有 限 凸 函数 了 扩充 而 得 到 的 。 对 所 有 XER, Hp 8 
方法 如 下 : 


T9 


Í f(x) 如 果 xET 
F (z) = T 
+ oc 如 果 x € I, 
这 个 扩充 过 程 使 我 们 能 够 把 具有 不 同 定义 域 的 有 限 凸 函数 处 理 
成 定义 在 整个 了 上 而 取 信 于 尼 的 凸 函 数 。 
注意 ， 定 理 1.15 中 的 函数 g 在 上 述 意 义 下 就 是 凸 的 。 


1.23 
我 们 不 难 描绘 非 正常 凸 函数 类 , 


定理 。 设 f : RR TY BO HJ W H E x€ int 
(dom(f)), 有 f(x) = - cc。 


证 明 。 如 果 f = +o (RERA z ER, E(x) = +ec), 
命题 显然 是 成 立 的 。 如 果 SA+, WEEER, 使 得 f (0) 
= -oc (注意 o€ dom(f)), i x€ int(dom(f)), x+a, MÀ 

而 存在 YE dom(/)R K€ <0, 1, fEx=M+ (1 和 )y。 H 

. 对 每 个 满足 Oy <a< +< fJ) a, 及 每 个 BER 有 
Fœ =f Na+ (1-N)y)<MB+ (1- No 

(内 为 f(o) -<p pB- 我 们 得 f(x) = - =, 


1.24 


在 $1.3 中 所 叙 实 凸 函数 的 性 质 ， 对 于 取 值 于 RR 的 凸 函数 
是 类 似 的 ， 但 对 其 中 的 (a), (b) 和 (d) 我 们 限于 正常 凸 A 
Pk (为 了 避免 象 + cc - cc 这 样 的 式 子 ) 。 

下 文 将 用 到 这 个 事实 ,只 变 驳 许 取 值 + cc 和 - oc, 那么 ,R 
上 的 正常 凸 函 数 在 整 仿 有 效 域 上 有 右 导 数 和 左 导数 。 我 们 就 
dom (f) = [ca, 的 的 情形 给 出 证 明 .由 8$ 1.5, 3HE x [a ,b,y 
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Fi 存在 ， 对 任 Pp] x € <a, bJ, FLO f E. Wx <a, R 
们 有 f(x) = + cc， 则 由 
feo- fe) _ _ 


x-a 
BA fl G) = — oo; 而 对 任何 x 之 6, 我 们 义 有 


RA 
—— = 


此 即 fib) = + co, 
推 广 

1.25 Wott 

其 些 概念 与 凸 性 紧密 相关 。 我 们 举 出 一 个 例子 

定义 。 设 函数 f: I>R, 

(a) f 称 为 是 拟 吕 的， 如 果 对 任何 的 oa, bel, f< 
FO) 及 所 有 的 和 ME C0，1>， 有 

f Wat+ (1-})6) SF). 

(o) 上/ 称 为 是 严格 拟 巴 的 ， 如 果 对 任何 的 ，bE7， 

f (a) <f(b) 及 所 有 的 和 AE 《0，1>， 有 


f Mat+ (1-Nb) <fb). 
严格 拟 凸 函数 并 非 一 定 是 拟 凸 的 《〈 见 练习 10) 。 


练 习 


1 设 函 数 f: 《a，b>->R。 证 明 下 述 命 题 ; 
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(a) 若 了 是 凸 函数 ， 则 了 是 单调 的 〈 非 减 或 非 增 》 或 存在 
c €<a, b>, 使 得 fE c 的 左边 非 增 ， 而 在 c 的 右边 是 非 减 
Bg. 


(b) # 了 是 凸 的 ， 则 f 的 每 个 局 部 (相对 〉 极 小 点 必 是 整 
ik GERD 极 小 点 。 
(c) 若 是 严格 凸 的 ， 则 了 最 多 有 一 个 整体 极 小 点 。 
2 设 f: <a, DR Rr, B. c€ <a, b), 证明， fE 
c 可 微 当 且 仅 当 
lim f(ce+h) +f(c-=-h) -2f (e) _ 
klo h S 


0. 


3 设 fi <a, by—>R, 证明: SÆD, HEN AX f 
图 形 上 的 每 点 p ， 至 少 存在 一 条 通过 p 且 位 于 了 图形 下 方 的 直 
线 。 

4 (a) Xs e, Xas Fis e r. R E 实数 ， 满 足 
rl 证 明 


LERES Er 
i=l i=l 2 
(b) 证 明 。 个 正 实数 的 儿 何 平均 值 不 大 于 它们 的 算术 平 
均值 。 ë 
(c) 证 明 Hilder RER. 
C LI 1/p C3 iye 
Sab < (5 t) (Et) 
此 中 Gi, a,, +, Gas bjs bzs +, On 是 非 负 实数 , Bp >1, 
q>1, 1/b+1/g=1, Wp = q = 2， 我 们 得 到 柯 西 不 等 式 。 
5 ”证明 有 界 凸 函数 f: R—R 必 是 常数 。 
22 


6 ERA /被 称 为 是 对 数 凸 的 〈1.c.)， 是 指 log f g rn 
的 。 设 /和 9 是 二 次 可 微 函 数 R->R， 证 明 下 述 命题 ; 

(a) 了 是 对 数 凸 的 ， 当 且 仅 当 f> 0 HFIS. 

(b) 如 果 /是 对 数 凸 的 ， 则 了 是 凸 的 。 

O 如 果 f 和 g 是 对 数 凸 的 ， 且 oa 之 0，B> 0， 则 /+ 
Bg 也 是 对 数 凸 的 

` (d) iz Gis Oz, **, G, 是 正 实 数 。 RZ 
x—>log (aj + + až) 

ER 上 是 凸 的 。 ` 

7 设 7 和 9 是 凸 函 数 R->R， 若是 非 减 ， 证 明 函 数 
xf (g(x) yE rB, 

8 证 明 ， 在 $ 1.17 例 (b) 中 ， 函数 G 是 下 的 共 元 的 限 
制 。 

9 RRA f: R>RU THS), 证 明 ; 了 是 四 的 ， 当 且 仅 
HHEH a, DER REHNE, D, 有 + 

f Oat (1 - Ob) <Af (oa) + iN fb) 

10 RAŽ f, <a, b>y—R, 

(a) 证 明 。f 是 拟 凸 的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 ER 集 (x€ 
<a, by |f (x) Sa) 是 止 的。 

(b) TEB PE CB rE, 

(e) 若 了 是 连续 的 严格 拟 凸 函数 ， 证 明了 是 拟 西 的 


注 3 


“从 定理 1.10 得 出 ， 对 于 连续 函数 ， 训 性 与 中 点 凸 性 是 
等 价 的 。 此 结论 见 
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J, L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les 
inégalités entre les valeurs moyennes, Acta Math, 30 (1906) 
175 一 93。， 

一 些 更 好 结果 是 在 下 烈 文 章 和 这 些 文章 所 引用 的 著作 中 。 

H. Blumberg, On convex functions, Trans, Am. Math. 
Soc, 20 919) 40—44, 

W. Sierpinski, Sur les fonctions convexes mesurables, 
Funà, Math, 1 (1920) 125-8, 

A, Ostrowski, Zur Theorie dér Konvexen Funktionen, 
Comm, Matih, Helvetici 1 ¢1929) 157-9, 

例如 可 测 的 中 点 凸 函数 是 凸 的 〈 因 此 是 连续 的 》 便 是 其 中 之 


2 读者 可 在 下 面 书 中 见 到 更 多 的 不 等 式 〈 见 8$ 1.12) 
G. H, Hardy, J, E, Littlewood and G, Pólya, Inequalities, 
Cambridge, Cambridge University Press, 1934. 

3 对 所 有 #,y EGR， 满足 不 等 式 

f (x) + g(y) >xy 

的 函数 对 fa g CHL S$ 1.16) 的 最 早 论 述 给 出 在 下 文中 
Z. W. Birnbaum and W. Orlicz, Über die Verallgemeine- 
rung des Begriffes der zueinander Konjugierten Potenzen, 
Studia Math, 3 (1931) 1-67, 
REER KEARE (EAE RO 00 X: ñE 
H, “396” #385 J 3 A A 3) .关于 Birnbaum 和 
Orlicz 文章 中 的 基本 结果 在 下 面 专著 的 第 一 章 中 也 可 找到 
M. A, Krasnosel'skii and Ya B, Rutickil, Convex func- 
tions and Orlicz spaces, Groningen, Noordhoff, 1961. 
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Young 在 下 文中 就 使 用 了 不 等 式 AD CHLS 1.17) 
W. H. Young, On classes of summable functions and 
their Fourier series, Proc, R Soc, A 87(1912)225-9. 定理 
1.15 被 给 出 于 文 
S. Mandelbrojt, Sut les fonctions convexts, C, R. Acad, 
Sci, 209 (1939) 977-8 

4 函数 f; RR 的 是 性 可 以 表述 如 下 对 任 p| x<y< 


1 š 

| x y z |>0 
(fe) fy) f 

其 推广 形式 为 

1 1 ... 1 


x, x; m Xanti 
| 
i š 
api apio o xi 
fx1) fx2) e f En) 

可 在 下 述 文 献 中 找到 


S. Karlin and Z, Ziegler, Some applications to inequali- 
ties of the method of generalized convexity, J, d'- Analyse 
Math, 30 (1976) 281-303. 


25 


第 二 章 ， 线 性 空间 中 的 凸 子 集 


本 章 我 们 将 用 VY 表示 R 上 的 线性 空间 ， 为 简单 起 见 ， 假 没 
V 中 不 止 含 一 个 点 。 


n ë t b 3 8 


21 定义 

(a) itx, YEV. #Ek[x,yJ (具有 端点 x 和») 是 集 
{和 AX+ (1 一 入 )y OKAI). WR, [x yI R yy E 
集 { 和 x+(1- 入 )y10< 和 <I 用 类 似 方法 可 定义 [x,y》 和 
<x, y]. Died 

(b) RACV, ARADR, WREN x, y€ A 4 
Ix, y]GA. ` 、 : A si 

(€) X,,X xnE 玉 的 有限 》 (28 6&2eV 中 形 如 ，， 


hix 
i=1 
HA REAAL: <n) , Ehi. 
iel 
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2.2 
。 读者 易 证 任意 个 凸 集 之 交 仍 是 凸 集 ， 因 水 对 每 个 ACV， 
乒 中 所 有 包含 4 的 凸 子 集 之 交 是 矿 中 包含 4 的 最 小 凸 于 集 ， 

:定义 RACV, ARE coC4) 是 指 乒 中 包 念 4 的 最 小 心 
ra ROEN A ' 

2.3 定理 š 

设 4CV，co(4) 是 4 中 元 素 的 所 有 (有限 ) 凸 组 合 组 成 的 

证 明 。 用 8B 表示 4 中 元 素 的 所 有 凸 组 合 构 成 的 集 ， 因 为 co 
CA) 是 包含 4 的 凸 集 ， 所 以 它 包含 所 有 端点 在 4 中 的 线段 ， 
亦 就 包含 4 中 元 素 的 所 有 凸 组 合 〈 见 8 1.3 性 质 (d) )。 故 BCeo 
(4) 。B 是 同 的 。 因 为 8 中 两 个 元 素 f 


x= EA 及 y =Y 
KRAAN + (1 一)y 是 4 中 元 素 的 四 组 合 
LOAs + EL = Dn, 


所 以 ， 刀 是 包含 4 的 凸 集 ， 即 有 Bco( 4)， 这 样 B= ce.4)。 
2.4 


、 下列 简 单 性 质 的 证 明 留 给 读者 。 f 
` (a) 凸 集 的 线性 组 合 是 凸 的 ， 若 Cu Cr, Cr Æ V hhi 


+#, a EROSKI <, H Saéna. 这 里 
-1 
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Ci+Cs={xitxajzEC，xEC} 
aÇ = (ax |x € C), 
b) RACY RAED, ABREN, AoA 
(a +B)A= aA+BA. 
O 设 友 是 线 任 空间 ，T， 人 太一 WV 为 线性 映射 ， 若 4 了 
是 凸 的 ， 刚 7.4 是 是 的。 若 BC 形 是 凸 的 ， 则 7 BE R. 
(d) EA, BEVERS, 
co(AUB)= U [MA+(1-\)B] 
0<4<1 


(e) ACV, x€co(A), Wlco(AU {x}) =co(.4)， 


2.5 
` iBacV, LEVPREFZE Wa + LAV HONTE 
《或 线性 流 形 )。 a + 工 的 维 数 dim(a + L) 定义 为 dim(a+ 工 ) 
= dim ( 工 ). 设 ACV, RIE TRAMKE MENARA iE 
BH: 

(a) 4 是 仿 射 集 ， 

(b) 过 4 中 任意 两 点 的 直线 仍 在 4 h, BDx,y €A giw 
和 x+ (1 一 和 )yEA， 对 所 有 和 ER。 

人 中 包含 4 的 所 有 仿 射 子 集 的 交 是 的 另 一 仿 射 子 集 ， 并 
且 是 广 中 包含 4 的 最 小 仿 射 子 集 。 : 


2.6 定义 


(a) ACV., AB033108 atf(4) SRV ha gA 的 最 小 


仿 射 子 集 。 
(b) A 的 维 数 dim( Ay 就 是 aft( A) 的 维 数 ， 
(c) REXX EV 的 有限) 仿 射 组 合 是 玉 的 点 ， 卓 
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可 表 为 积 式 
Ean, 
i-1 


其 中 NE RO i <n), Mus ( 见 定 义 2.1(c) )。 
2.7 定理 
设 4CV。aff(A) 是 4 中 元 案 的 所 有 仿 射 组 合 构成 的 集 
证 明 。 完 全 类 似 于 定理 2.3 那 样 地 证 明 。 
f" 多 E 形 
2.8 


设 X1 Xatt X EV, RIH co(xiyxa xn) 与 aff(xi， 
xxo) 分 别 表示 有 限 集 {xiyxay yx 的 凸 包 与 仿 射 包 。 由 
定理 2.3 和 定理 2.7， 我 们 有 


oG") = {EN upo a< i<m, 
g; 
N= 1 } 


aff( x1, Xs, es Xe) = (Ë Ma |Ë = 1} 
CO (xxay%a) 称 为 由 xiyxs，…yxe 生成 的 凸 多 胞 形 。 
2.9 
设 C =colx1,X,,…,Xs) 是 扩 中 的 凸 多 胞 形 ， 如 果 xi Eco 
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(Cxayxsy…yxXa)， 由 82.4 人 性 质 (e) ACCO, Xap, Xn) 如 
FX ECO (Xg, xpxn)， 那 么 有 C = co(xsyxt…yxn)。 如 果 
Xx Eco (Xiayxs yxXo)， 而 X Eco(xiyxsy…xo)。 见 有 C = co 

(xiyxsy…yxn)。 继 续 用 此 方法 ， 可 以 得 知 存在 {Xiyxz，…xn} 
的 一 个 具有 下 述 性 质 的 子 集 {91 ,0,55 ,04}: 

(1) C =co(alyaz yy)。 š 

(2) 每 一 个 4; 都 不 是 ara, a, G. |a, BIR. 
Gi y 045ta Oh 称 为 C 的 顶点 多 C 的 顶点 集 由 .《 1) ， 《2 ) 唯一 
2.10 定义 


RACV, a E4 称 为 4 的 极端 点 ， 如 果 a REA 中 任何 线 
段 的 内 点 ， 

, 欧 几 里 得 平面 中 的 闭 园 盘 与 欧 几 里 得 空间 中 的 闭 珠 的 所 有 
边界 点 者 是 极端 点 。 凸 多 胞 形 的 极端 点 是 它 的 顶点 。 

2.11 定义 


KAX is Xas etts Xa EV ERAD ATAZEN, wR dim(aff(x o... 


eean) =n- 
定理 。 


l 1140 下 述 命题 是 等 价 的 ， 

(a) XiX 58 是 仿 射 独立 的 。 

(b》 对 每 个 1， 向 量 组 Xi-%; las 了 ， 是 线性 独立 的 ; 
G,X, + G,X, + e+ OXs= 0 ; 

(c) (Erha, a, ER) 

` W +a, + oy = 0 i i f 
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HA a, = 4s= e= AE Oe 
WEA. 此 证 明 四 上 而 定义 立 得 
2.12 


215 X;, ° Xn EV 称 为 是 仿 射 相关 的 ， 如 果 它 4 -不 是 仿 射 独 
立 。 读 者 钨 证 下 述 命题 ; 

(a) EAEL ` X, 是 仿 射 独立 的 ， wi aff ASE) 
中 每 个 点 * 可 唯一 地 写成 *13x2;*…,%; 的 仿 射 组 合 。“ 

(b) #ACV, dim(A) =n 及 hn+1， 则 4 中 个 点 的 任 
意 仿 射 独立 集 可 被 扩充 为 4 中 n+ 1 个 点 的 仿 射 独立 集 , 
(9 BEACH H dim(4)<oso， 则 dim (4) 是 使 和 包含 
n + 1 个 仿 射 独立 点 的 最 大 整数 n, 


2.13 定义 f 
V hA h - RAEV 中 由 a A Ran ta, 


k AUR h. 0-5, 1- 单纯 撒 是 
RRB, PERDEA, -PAEA MRE 


”如 果 C = So(qoyq sa) 是 中 一 个 h- 单 纯 形 ， 则 06,4， 
noa 必 是 C 的 顶点 ( 见 $2.9)， 县 C 中 每 个 点 % 可 唯 -地 表 成 
GoyGi e° “qs 的 凸 组 合 "每 个 *Eaff(C)= aff(aoy al Gi) 可 


以 唯一 地 表 成 Goss 的 DNA, 其 中 No， 
À, 称 为 相对 于 coal …yau 的 %* 的 重心 坐标 。 
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代数 内 部 和 代数 闭 包 


2.14 定义 


Acr. 
(a) 4 的 代数 内 部 4 由 4 中 这 样 的 点 Y 组 成 ， 对 瑚 中 每 条 
通过 x 的 直线 m， 它 与 4 的 交 包 含 一 条 线段 ,使 x 在 其 内 部 . 
(b) 4 的 代数 闭 包 4A" 是 4 与 集合 
{xEV | 存在 CE4, st.[c,x>CA} 
的 并 集 。 
在 不 具 拓 扑 的 线性 空间 中 ，A! 和 4' 是 有 用 的 概念 。 
iz. 
(a) 对 所 有 xE 4， 我 们 有 
x€ Aige=(yvu6 l) EDD 0 )[x -3u x+8ulC4 
生起 (VVEV) (存在 8>0)[x, x+bu]C A. 
(b) # A 为 单 点 集 ， 则 A: A= 4. 
(c) 可 以 证 明 ， 对 任意 的 凸 集 CCV, 我 人 有 (Ci)i=Ci ( 见 §$2.22) ， 但 一 
般 仅 成 立 (CDC , 


2.15 定理 

SCV Æ, WOC 和 C" 是 凸 的 。 

证 明 。(a) igx, y EC’, AE<0,1), z=ħx+ (1-1)y, 及 
vEV， 则 存在 8>0, 使 用 [x,x+ 8v]CC 和 [y,y+8v]JCC。 根 
据 C 的 西 性 ， 我 们 有 

z+òv=\(x+òv)+(1-åA)(y+8v) EC, 
因此 [2，2z+6v]CC， 从 而 2 EC! 。 
(b) 设 x,yEC',， 和 EL0,1>， 及 z = 入 x+ (1 一 入 )y， 则 存在 
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“c c, EC ERL ,x>C CRI[e, , yy CC, Zeie + (1 一 入 ) 
ca RIMER, DCC, RRE, ELED, RUHE 
e+ (1-u)z=p[àc, + Q — À)e,] + 4 —u)[Àx + a-y] 
=À[uc, + (1 ~ n)x]J + (1 — À)[ue; + (1 — u) yJ 
EC; 
从 而 z€ cs, 


2.16 定理 

设 CCF 是 目的 ，xEC5，?yEC"， 则 [xyy>CCL 

证 明 。 设 和 AE《(0,1>，z= 和 x+ (1 一 入 )y。 

(a) 首先 ,假定 yEC. 设 vEF 广 ， 则 存在 ?之 0, 使 [x,x+ òv] 
CSC、 我 们 有 z+ 和 Xu= 入 (x+8u) +(1- 和 和) yEC， 因 此 [z, 
z +ÀŠuJcC C, Bz ECI 

(b) MEBREYVYECNCO, i22 Elz, y), WEU € C E 
DCC, BEEDD>O Ep=x-òu- y) EC, x,y, PRIU 
不 共 线 《其 他 的 情形 留 给 读者 证 明 》〉 。 用 mw 表示 通过 p 和 的 
直线 .对 于 充分 小 的 了 8，m 交 [u,y> F q 〈 见 图 8 》 。 因为 


PP，9€C ,我 人 有 21€EC。 H (a) 可 得 [xz cC. 从 而 
z€C! , 


2.17 例 
下 例 表 明 无 穷 维 凸 集 具 备 一 个 值得 注意 的 结构 。 
(a) 假定 7 是 具有 可 数 基 如 = {x1,x,,……} 的 线性 空间 , 设 


C=co((0) UB). RNA aff (O) =V, 但 C'=$。 事实 上 ， 没 
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z -Èh BC 的 点 ， 其 中 20 0 <Si<D BY 11O 


802.3) 。 用 站 表示 通过 z 和 xnw 的 直线 ， 其 中 N >R， 刚 mn C 
=z, xy], EEC 
(b) AAA (a) hA 


CEV RMA ERIR 
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k 
RENK: sya, EpkEN, M>0. CEVNI 
=t 


M ACV, RE PEEV, WER 的 N >m 


Een DCC, RAAEC = 及 C 相 对 于 VV KARDIA NKR. 
Da = V, D: =ó, 


k 
. 译注 + 原文 为 EMt< 1 。 
i Para 


34 


<*> 


t 


-e- 


ES 


AROE 


2.18 定义 
V 的 代数 内 部 非 空 的 凸 子 集 叫 广 中 的 凸 代数 体 。 
2.19 


设 CG 和 是 凸 代数 体 。 则 对 所 有 的 GE 和 天， 集 o + C 亦 是 凸 
代数 体 。 此 0 E C:， 那 么 对 任意 的 xE 太 ,存在 ?> 0， 使 得 
[0,5x]CC， 因 此 xE (1/5)C。 我 们 给 出 下 面 定义 ， 

定义 。 设 C 为 V 中 的 凸 代数 体 ，0 €C'。C 的 度 规 (或 
Minkowski 距离 泛 函 ) EH FREKARA: V—R, 

b(x)=int(k220|x€AC) GEV). 
， VR 2, C JV 03042, WPR x 到 原点 0 的 距离 。 

2.20 定理 

设 CCV 为 凸 代数 体 ，0 € Ci, C 的 度 规 为 p。 则 对 任意 
x, y€V, 有 

(a) p(x)2 0. . 

(b) p(Xx)=Ap(x)  VA>0 (pp 是 正 齐 次 的 ) 。 

(c) p(x+ y)<b(x)+ p(y)《p 是 次 可 加 的 〉。 


WEB. 


(a) 从 的 定义 立 可 得 出 。 ， 
如) E(u220|)Ax €uC) =Mu>0|xEuC} v> 0) 
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的 直接 结果 。 
(c) 设 p(x) =a, p (y) =B。 对 任意 的 e>>0，x6E 


(a+E)C,yE(B+e)C, 因此 + YE (a+B+2e)C ( 见 82.4y- 


性 质 (b))。 由 此 得 到 
(Ve>0) plx+y)SatBt2e= p(x) + bp(y) + 28, 
于 二 P(X+ p)< p.x + p(y). 


2.21 


可 用 凸 代数 体 的 盆 规 去 描述 它 的 代数 内 部 和 代数 闭 包 的 算 
定理 。 设 CC 六 为 凸 代数 体 ，0 EC, p%C 的 度 规 。 则 
C= (C) = (C9 ={x EV] b(x)<1), 
C = (C= (C= (x EV] POSI) 

证 明 。 首 先 注意 到 yYx EC 有 p(x)<1, Tx €V, p (x)<1 
max EC. 

设 x,，yEV,， p(x)<1。 对 完 分 小 的 8>0，, 我 们 有 
plx+dy) KDX) +OP), * jk [x, x+b5yCC， 即 . 
x EQ。 随后 由 [XxX,X+5y]CC'， 得 x*€ (C!)! 。 于 是 

b (x) <1==y x € (CO)! (19) 
著 P(X) =1， 对 所 有 的 2 E50,x》， 我 们 有 Dp(z) 过 1， 因 此 [0,x> 
CC 从 乔 xEC', Jy x€ (CD*, (B x€C!, AY x € C i 
存在 >1, 使 xEC， 由 Ap (x) = p@x)< 1, RE Pa). 
可 网 
p(x) = 1 = x € (CNC! š (20y 
现在 设 xEC"，[z,x>CC。 对 YAE[0,1，Ax+ (1- 和 )z= 
z + 和 (x 一 2) EC， 因 此 p(z+ 和 (x 一 2z)) 1; 在 不 等 式 p(x) 去 
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K. 


L. 


p(z +À(x-2)) + (ü - Mp (x -2)S<1+ -M p(z- 2) rh, 
AAt 1 得 到 p(x) < 1。 对 集 C" 用 此 结果 ， 我 们 有 
x€ (CY => p(x)< 1, (217 

(19) 式 和 (20) 式 蕴 涵 C! = (C! = (x€ V| p(x) <1) ; (19)、 
(20) , DRAC = (C9 "= (Cy*= (x€ V| p(x)<1) 

最 后 ,我 们 考虑 集合 (C9:。 如 果 xE (C”)'， 则 存在 A> 1， 
使 4xE Ce， 因 此 和 为 (x) = p x)< MLNK, REAT 
述 ， 我们 得 到 (C”)'= (x€ V| p<}. 

2.22 注 


(a) # 0 EC， 但 有 凸 集 C 的 另外 一 点 ， 辟 于 xo， 属 于 C 
由 平移 C， 使 它 包含 0 ， 利 用 C - xo 的 度 规 p ， 并 以 PE- x) 
代 桂 户 (x) ， 亦 可 得 到 类 似 上 述 的 定理 。 

(b) #CcV RnB, C'=, W (C!=4 。 从 而 对 任何 
中 集 CCV 有 (CD)1=C! Ry ( 见 $ 2.14, 注 (6))。 

(c) 屿 代数 体 比 代数 内 部 为 空 集 的 凸 集 较 少 病态 ， 例 如 ， 
若 Ci 寺 办， 则 不 可 能 有 C"= 而 C 半 广 ( 见 8 2.17) 。 事实 上 ， 
C*= V #m xE Ct # 88 V = ( x€ V| p (x — x)<1 }, 其 中 p 是 

xu 的 度 贡 。 由 此 得 知 对 VxEF 亚 ,b(x-xo) = 0, BDC= V. 


线性 拓扑 空间 中 的 凸 子 集 


FE RIME 表示 R 上 的 线性 拓扑 空间 ， 即 E 是 具有 拓 
IW CER ER AZN, Emm GE xE 到 EE 中 的 映 
射 ， (xy, 力 ->x+y) 和 数 乘 〈 即 了 x 瑟 到 已 中 的 映射 A,x) 


* Hit: 原文 为 p(x)。 
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a) 关于 两 外 变量 布吉 REAN. SAHE x EHR E $ 

拓扑 是 积 拓扑 。 — u hos 
为 简单 起 见 ， 我 们 假设 E 中 不 目 仿 一 个 点 ， BERARI 

道夫 (Hausdorff) 拓扑” t 
` RÖRMATEMEHR. mRUCE 是 开 的 ， 则 对 每 个 

非 零 XE R、 a€EsWcF, XU, a +U#8U + W JR: E fz, 
2.23 定理 


设 CCE 是 凸 的 。 则 

(a) int(C) 和 人 是 凸 的 〈 见 定理 2.15) , 

(by 如 果 xEint(C)，?E (%, MJ[x,y>ccint(C) 〈 见 定理 
2.16) 。 Pa as : 

(c) int(C)CCi。 

(d) Cs G, 


证 明 。 (a) 设 xo， x€, A€ 0,12, 2 = kx; + 4- 
y。。 假 定 U 是 z 的 一 个 邻 域 。 由 映射 (x,y)->AX+ (1 一 和 > 的 
连续 性 ， 存 在 x 的 一 个 邻 域 U, 和 Y 的 一 个 邻 域 U，， 使得 
MU I+ 1- 和 X)UCU .因为 xyoEG, 存在 ciEUinc K 
cs€EUsNC， 则 和 Me1+ (1 一 和 csEUNC， 因 此 2 E0, CER 
的 。int(C) Ahia O) 的 一 企 结果. ， 

(b) KEER, lva, bEE, VAER, AS 0% a 的 任意 
PIRU, b+ (U - ay: #ë b KIBR. 于 是 对 xcEint A 
YEG, AE0,1), 及 Zo = Àx + (1 — 入 ) yo 。: 2 U 为 :xy BS. 
域 ， 且 ECC， 则 


1 
W =i C-A) 
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是 y 的 一 个 邻 域 ! 由 EC， 存 在 cEWNC.. 令 


C = Hew) 9 


+E, z= (4 和 cthu, 其 中 WEU， 则 X= (1- 和 etAU 是 
z 的 一 个 邻 域 ， 根 据 'C 的 凸 性 ,我 们 有 .XCC。 

(c) Wewa  €int(C), VEE, U Ex f—4 46838, UCC, 
BLAHA xo + 入 yo 在 0 的 连续 性 斑 涵 存在 38>>0， 使 对 每 个 ^ER， 
JAJ <5， 有 xo+ 和 yoEU, 从 而 [xoyXxot+8yJCUCC, 所 以 
x € C!, 

(d) 我 们 有 CCG. ut ECNO, [Xoy n. UX 
3 的 ASIR. HH BR 射 和 > 和 Xo + (1-A) yo 在 0 的 连续 性 ， 存 在 
83>>0 ， 使 得 对 VAER, M <ó, # Mut (1 一 和 ) yoEU。 于 是 
UUC=%, 因此 x € G . 

2.24 定理 

#ACEEJF8E, MUJ co (A) 亦 是 开 集 。 

证 明 。 我 们 有 

A=int(A)Cinteco(A)), 

由 定理 2.23，int(co (4)) 是 凸 集 ， 因 此 
co(A)Cint(co(A)), 

Ri co (Ay FB, 


JE. KARMAR, -BAK co(4) 未 必 是 团 。 建 议 读者 在 Ra 中 构造 
一 个 反例 。 


2.25 
RACE, EE 中 包含 4 的 所 有 闭 吓 子 集 的 交 是 E 中 包含 4 的 
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最 小 闭 凸 子 集 。 

定义 。 设 ACE, A 的 闭 凸 包 co(.4) 是 尼 中 包含 4 的 最 小 
闭 凸 子 集 。 

由 定理 2.23(a) ， 我 们 有 co (4) = cob. 

2.26 定义 


E 中 的 凸 你 是 巨 的 一 个 凸 子 集 C H int(C) *9. 

由 定理 2.23(c) ， 凸 体 是 凸 代数 体 ! 其 逆 一 般 不 真 〈 见 第 
三 章 习 题 4) 。 

2.27 定理 

设 CCE 为 凸 体 ， 则 ， 

(a) int(C) =int(@) = Ci 

b) G =int(O) = C* , 

证 明 。(a) 设 x Eint(C)，yEC! 。 存在 点 z， 使 得 yE 
(2,9 B [z,yJCCC, H3E2882,23(b) ,有 《2,X*>Cint(C)， 从 而 
y Eint (C), 于 是 CICint (C) ， 再 由 定理 2.23 (c), C'= 
int(C). mig x Eint (C), y€int (你 ) 。 存 在 点 z， 使 y€ 
<z,x) 必 [2,y]C， 于 是 2 € 七 由 定理 2,23(b),，yE€int 
(C)。 故 得 int(C) =int(@). 

(b) 设 x Eint (C), YEO, HE FB 2.23 (b), [x,y>C 
int(C) ， 因 此 yECe 且 yEint(CJ， 从 而 如 =int (G), H 
理 2.23(d) ， 区 = C" 


46 


练 习 


V WE 为 本 章 中 指定 的 空间 。 
1。 BACV ERA, x EVNA ERR 


Ux,0] 
是 凸 的 。 
2, 在 及: 中 ， 设 el= (1,0), e,= (0,1). 
证 明 


co(elye = e3, = 62) ={(8 5) 118, ltl EKIN 
3. 设 d 为 R* 上 的 欧 几 里 得 度量 ， 若 CCR" 是 凸 的 ， 证 
BH, 对 Vse>0， 
(x€R"|d(x,C)<e) 
是 凸 的 。 
4。 H$ 2.9. 证 明 信 中 凸 多 胞 形 的 顶点 集 是 唯一 确定 的 ， 
5。 证 明 


C= {Ek ED] E20 a<i<m, A=1) 


是 R" 中 的 凸 多 胞 形 。 求 出 C 的 顶点 。 

6。 证 明 凸 多 胞 形 的 极端 点 是 它 的 顶点 〈 见 8 2.10) 。 

7. 见 8$2.17 例 (b), üE 明 刀 是 凸 的 , B C'=D'=$， 
D: = V. 

8. 设 p: V—R R 有 定理 2.20 提 尺 的 性 质 (a) ，(b) 和 
C), i4 A={xEV]| p (x)<1}, B=(x€V| p <1 ), 证 
BH: 

(a) ABEE, HOEAN B, 
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(b) A'= A, Bs= B, 
(ce) p EARIBiDE Hl, 
9. 设 CcV Antiik, 0 € Ci, p CHRR. WI: 
Wart x EV 
p(x) =0<>xX=0 或 者 始点 在 0 且 通 过 x 的 射线 含 于 
C 中 。 
10。 设 C=E 是 凸 的 是 0 EC'，p 为 C 的 度 规 ,证明 C 是 凸 体 
当 且 仅 当 pp 是 连续 函数 。 
利用 这 个 结果 ， 再 次 证 明 〈 见 定理 2.27) 车 CC 是 同体， 
Wint(C) = C: BG=C", 
11。 设 C, 9 C, AE piik. 证 明 O r= 2, 当 且 仅 当 
int(C,) =int(C,). 
12, 设 ACE 是 闭 的 且 非 止 。 证 明 存在 x y€ 4， 使 得 
AN <<, y> = ó, 
13. Ci, Cae C.E E BJ, 使 
finc» 3, 


证 明 
Nint(C;) = NOn 
注 # ' 

关于 代数 内 部 与 代数 闭 包 更 详细 的 论述 可 见 下 述 文献 
J.Blair and R,Fourneau, Étude géométrique des es- 
paces vectoriels, Berlin, Springer, (part 1, Lecture: 
Notes in Mathematics no, 489, 1975 and part I, 
Lecture Noies in Mathematics no, 802 1980). 


42 


> 


; 


— > ui ow: “<+. “Qp ` 


第 三 章 JAER 


线性 空间 中 的 分 离 


我 们 用 矿 表示 至 少 含 两 点 的 R 上 的 线性 空间 。 


3.1 定理 

设 4，BC7 Ert BA B=#$。 则 存在 VY 的 是 子 集 C,D， 
满足 

CUD=V, CND=¢, CD4, DdB, 

证 明 。 设 必 是 所 及 的 凸 子 集 序 对 《了 P,Q》 构成 的 集合 ， 
此 处 PNNQ=$g，P 二 4，Q 二 B。 定 义 放 的 一 个 偏 序 “之 如 下 ， 
如 果 PiCP,， QER KA (Pi QD < Pa Q. M 的 每 一 线 
性 有 序 子 集 { (P。,Qo) } 在 M 中 有 一 个 上 界 ， 即 (UP, U.Q2. 
由 草 恩 (Zorn) 引 理 ，M 有 极 大 元 (C,D) , ACDA, DDB, 
CnD=9. B8#B3IEECUD= 天。 get x EV, xECUD, 
那么 就 有 co ((x)UC)nD = g 或 co ((x)UD) OC = f RIFF 
W (C, D) 不 是 极 大 元 ) 。 

3.2 

我 们 说 的 线性 于 空间 工 有 余 维 数 1 ，、 如 果 存 在 p EV ， 
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p € L, 使 
V=L+Rp (=(m+kp|m€ L,Kk € R), 
扩 中 的 超 平面 是 指 扩 中 形 如 
H=a+L 
的 子 集 五 ， 其 中 a €V, L 8 V URERA 1 的 线性 子 空间 . 
设 代 =a+ 工 是 中 的 一 个 超 平面 我 们 定义 f :了 ~>R 如 
F: #x €V, x=m+ 和 Ap， 则 f(x) = 入， 此 f 必 是 线性 函数 ， 
Rf (p)=1. H=f-ifG) (={ xEVIf (x)=f (0 }). 
KZ, # f, V—R 是 一 个 不 恒 为 0 的 线性 函数 ，Q€ R, 
那么 f7!(Q) 是 一 个 超 平面 ， 事实 上 ， 存 在 p EW, 满足 fp) = 
1。 如 果 x EV, mfa- =0， 因 此 ,x 一 f(x)p€Ef-! 
(0) ， 于 是 xE€f -1(0) + f(x) p*x。 由 此 得 出 =f1(0) + Rp, 
M ft (0) 〈 这 是 V 的 线性 子 空间 ) 具有 余 维 数 1 。 最 后 ， 
f(a) =ap+ f0), B 万 !(a) 是 一 个 超 平面 。 
这 样 ， 我 们 已 证 明了 下 面 定理 ， 
及 是 中 的 超 平面 ， 当 且 仅 当 存 在 线性 函数 f，V 一 R， 
f 过 0 和 CER， 使 得 
H=f-i(a), 


.3 ”定理 
设 C,DD 为 中 非 空 凸 子 集 , CID=$, CUD=V, 令 H = 
Cen De， 则 或 者 妞 是 超 平面 ， 或 者 厅 = 入 
” 证明。 首先 我 们 注意 ， 如 果 x €V, xE, WED (这 
“个 简单 的 证 明 留 给 读者 ) 。 从 而 = H UC: UP: , 


eR 原文 raf OFOP, AR. 
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igx, yEH., WEA2.15, HÆRE, Ait [x,yJCc H, 
我 们 将 证 明 通 过 x 和 iy 的 直线 中 含 于 互 ， 假 设 不 然 ， 则 本 上 有 
点 z €[x,yJB z € H. RAW YE Lx,2) sË xC (y,z>, Win 
y ELx,2》。 就 有 z EC'UD: ,不 妨 设 z EC' 。 由 定理 2,16， 
这 将 推出 y EC, Riy ED"， 紫 与 假定 矛盾 。 

这 就 得 出 耳 是 一 个 仿 HE. 

在 继续 证 明 前 ， 我 们 注意 , Zx €C, y€D, JJ Ex, yIN 
H% 〈 这 个 简单 的 证 明 留 给 读者 )。 

ME, BAH = V, a€VNH, i hEH;, 我 们 将 证 明 广 
的 线性 子 空间 五 -有 余 维 数 1 〈 这 蕴涵 五 是 一 个 超 平面 ) 。 我 
们 有 a ECIN D', iwa EC), 我 们 也 有 2 -aEH, 基 此 2h- a 
€C:UD:, #z2h-a€Ci ha CC 将 导致 h EC (根据 C' 的 
凸 性 ) ， 出 现 矛 盾 。 由 此 2h-aED ( 见 图 9) 。 


iëx €V, 则 x+AhECUD. 若 x +h€ C, WEx+h, 2h- 
alfa, FE, #2#8 K€ 0,11 K e€ H, 使 入 (x+h)+ 


45 


a DoR- sja Bik 
i x= Eia- Peio: h. 


落 x +h€D,' WEHA, aN H <, 于 是 存在 和 EX0,1J] 及 vE 
H, ë K(ix+hy+(1-Moa=u, I, 


x= GD at (u=), 


1 

À 

在 两 种 情况 下 ,都 存在 0ER RY EH -hik x= olah) + yy 

HEB = H-h+R(a- h), REH -AARE ir 
3.4 l ° ya) 


为 简便 起 见 ， 我 们 常 写 1( 4)<a 代 蔡 (vx € A) f(x) < 

RA, BecV, H=f- (a) 是 广 中 一 个 超 平 面 。 

(a) 我 们 说 五 分 离 4 和 B, wE fCA)y<a, fO B)2>a, Ç 
f(A4)>a {1(B)<a., - 

(by 我们 说 且 真 分 离 4 机 3， apa as A, 8 两 
者 都 无 点 被 各 于 囊 《 即 存在 x EAUE, 使 f(x) 夺 Qa) 。 

(c) 我 们 说 本 到 格 分 离 4 和 B, ,如 时 Jaa, ert >a 
RÍA) >a, MRSE . ` 


3.5 定理 《分 高 定理 ) 

BA, BAV hht, As, B's9, An B:= 9, BJ2EV 
中 存在 一 个 起 平面 真 分 离 4 和 B8。 

HEBR. 由 定理 3.1， 存 在 矿 的 凸 子 集 C， 刀 ， 使 CU = 生 ， 
f1D=9, CDA) DƏB:. #Hü B: Css 图 留 给 读者 证 明 。 
HBh, HCNA, hE., H = Ce 也 是 一 个 超 
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"a 


PR ZH=f la), HB: H =ó, Hb € Bi; EfOy*a, 
不 妨 设 f(b)>a 。 假设 存在 x* € B, 使 fx)<a。 因 为 了 是 线 
性 的 ， 这 苑 涵 着 存在 z € <x,b>, #Ef(z)=a, Kitz € H, 48 
由 定理 2.16, 《Xx,b]CBi， 所 以 2 € Bi, SH B:=- 9 矛盾 。 
从 而 得 f( 8) 之 a。 
现在 假设 存在 x* € A, 使 f(x)>>a。 因 为 [x,b]NH#$， 
这 缠 汝 着 存在 2 C <x,b>, 使 f(z)=a。 但 由 于 f(x)>a,f(b》 
>a， 则 对 任意 的 y € <x,b>, 恒 有 f(y)>a, 矛盾 。 从 而 导出 
f (A)<&. 
由 此 得 到 及 分 离 4 和 B。 因 为 存在 6 EB, tE fta, # 
为 真 分 离 。 
i. 条 件 有 六 g 是 很 重要 的 。 例 如 ， 再 次 考虑 $2.17 例 (b) 中 的 集合 C， 
Ct=ó, C4= 玉 。 若 存在 超 平面 = 三 !(a)， 使 f(C)<a， 因 为 Ce =V, RN 
恒 有 7 ( 斑 )<c， 这 不 可 能 ， 由 此 得 出 集 C 与 点 XEEC 不 能 被 超 平面 分 离 。 


线性 拓扑 空间 中 的 分 离 


我 们 用 五 表示 R 上 的 线性 拓扑 空间 ， 巨 不 只 含 一 个 点 且 具 有 
Hausdorff 拓扑 。 


3.6 定义 

RATE, a€ 4。.4 WE EW EEK, HUER 
gx EA, [e,x])c A, 

ER, RARUCE, a€U, WFE 的 开 子 集 S. 使 得 
SCt/ ,日 S 相 对 于 a EE (换言之 ， 五 中 每 点 的 邻 域 系 咎 
AELE R A ERRAR 。 
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, 证 明 。 央 为 玉 =U - a 是 点 0 的 邻 域 , 映射 (NM,x)-> 和 x 在 
《0,0) 的 连续 性 推出 存在 e>0, 5 0 EE 的 邻 域 U。, 使 得 对 
所 有 的 XER，| 入 |<s， 有 MJ CW. 令 
X= UM, 


Dl < 
MXE 0 的 邻 域 ， 相 对 于 0 是 星 形 的 ， 且 XC 玉 。 从 而 XX+ a 
是 的 邻 域 ， 相 对 于 星 形 的 ， 且 X+ acU, 


3.7 定理 


| 设 且 = ft(a) 为 中 的 超 平面 , 令 4={xE€E|f(x)>a}， 
则 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) HÆK. 

(b) int(4) 半 办 

(c) f 是 连续 的 。 


证 明 。(a) 之 (b)， 设 x € A. KAH 是 闭 的 ， 存 在 xo 的 
BRU, WUNH=6,H 83.6, EELRRRS RF x, 是 
星 形 的 ， 且 SCU。 由 是 f(S)>a ， 故 SC4。4 是 开 集 。 

(b)=(c); xo C€int( A), x€ AB. x 半 Xoe 。 因 为 fxo)>> 
a, f(x)>e, FR frfr2 € A, fE x € <z,xo, HERBR2,23 

(b)， 利 用 4 的 凸 性 ， 即 得 x Eint(4)。4 是 开 的 .。 ik (0,1) 
CR, RIEA f7'(o,t) 是 开 的 〈 这 推出 了 的 连续 性 ) 。 设 
b EE 使 1(b)= 1。 我 们 有 

f(x) Eco, i)o < f(x) 

<= f(x+(a-o)b)= fÍ(x)+a-o>a R 
fl((at+rtb-x)=att-f(x)>a 

<>x+(u-o)bE AE(a+Tt)b-x€EA 

<=>x€ A-(a-oc)bBx€ -A+(a+t)b 


从 间 得 六 (ar)=[4-(e-a)onE-4+(crr)6。 甘 4 是 
并 站， 所 以 - ARERR. KEDERE, 

(c) 全 (a)， 因 为 {a} 是 闭 的 《车 R 中 ) , MAORA. 

iz. 

(a) #x(€ H, W (x€ E|fGy<a) =2xo -A. 由 此 推出 iat (to 当 
JK int{ xe Elf(x)<a) +é. 

(by gH=f ila) 为 互 中 超 平 两, 期 H3t3 k (这 向 给 读者 证 ) .有 

co dim (H) «co dim (五 ) = 1 

其 中 co dim (H) 为 末 的 余 维 保 。 若 H # m, HHYH, Bi co dim (万 》 
= 0, &H=-E. #W2, HM, H #Eq 6 Ww 。 

(5) 每 一 个 线性 函数 六 ，R"-~R 是 连续 的 〈 因 此 Ra 中 每 个 超 平面 是 团 的 ) 8 
们 给 出 一 个 非 违 续 的 线性 函数 fı E>RHAF, klo, DICR, E KH T MR 
数 x; Ca, Ó)>R 组 成 的 线性 赋 范 空间 ， 其 范 数 为 

xl = sup [x(t)| (x€ E) 
a<t<b 


读者 可 证 用 f(x) =x. 定义 的 函数 /， 忆 -及 是 线性 的 ， 但 不 连续 ， 


3.8 定理 (GAEM) 

WA,BCERInB, As$, int(B)¥ġ, Añint(B)= $, 
旭 在 在 万 中 闭 超 平面 真 分 离 4 和 8B。 

证 明 。 由 定理 2.27(a)，int( 8) = Bi。 按照 定理 3.5， 存 在 
万 中 超 平面 及 = f (a) 真 分 离 4 和 B。 不 失 一 般 人 性 ， 假 定 /(B》 
之 x， 从 而 f(int(B8))>a〔 证 明 留 给 读者 ) BREM, H 
是 闭 的 。 

Hahn 一 Banach 定 理 
3.9 


定理 3.8 是 所 谓 Hahn 一 Banach 定 理 的 一 种 形式 。 它 最 为 
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AARRE OFRAR D 涉及 到 定义 在 WR 7. 

SELH GES APERANTA, HBAJ F ` 
HCGE HNE. MAE HAE, MSp, AMin) 

=$。 则 在 中 存在 一 个 闭 超 平面 包含 导电 真 分 离 CIM. 


HEB. HEB .e, e: Eh RH = fia Y 0288 
CAM. i#m€ M, {Cm)=B, RADARE f 686 6 
M, HW 分 离 C 和 M。 P 
a "810" EAS RERE 

"i w 8 \ 

ey x€ bd( 4), Erhig gi U, zŠ 
的 支撑 超 平 在， 如 果 : 

G) x€ H, 

Giy fA) SaR AA) La. š 
《4 被 认为 位 于 由 五 确定 的 两 个 半 窄 间 之 *- 牛 ? 品 - 汉 的 支撑 沁 
FEH YERL, HARETH, 


pry 


(a) 4 2 


定理 。 
SEH, x€ YON, e senl 平 < 凡 的 
"a 


GES. 这 训 83.9 的 直 按 结 果 . 可 直接 证 明 如 下 ， 

由 定 悍 3,8， 存 在 及 中 闭 超 平面 了 = 三 !(a) 真 分 离 C 和 {x)]。 
BEKC)<a, fix)>a, H x€ bd ELH fx) Ka, 于 是 
f(x)=0, Blx€ H, X88820, #CU(x)#R,:; 从 而 C 
<H. prpl Ha C x JEF RAE. ; 
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3.11 


AY, Hahn —Bañach wm gini na 
PEIRA ERRIRE, BOO Q S Wi 
) "空间 ,这些 线 性 拓扑 空间 中 全 
个 由 凸 集 组 成 的 基 。 紧 于 读者 也 许 不 热 悉 这 种 空 si 
EERI RRR , RINSET RER 


这 种 空间 中 ， 每 点 a 的 种 域 系 有 一 个 外 球 {x l ix- ali e) 组 
成 的 基 ， 其 中 se>ew 如 果 4， 用 是 这 利空 间 中 的 两 个 开 集 ， 我 


们 定义 ， 


d(A,Dy:; =infí(|la-bijac 4, LE 5) 

(b) #(BR#e=lB]o AAAS R ka phayR A Rr 
而 言 所 有 范 数 是 等 价 的 ) 是 拓扑 同 梅 的 《线性 局 85 Rs i 
性 将 在 下 -一 章 研究 。 


线性 赋 范 空间 中 的 定理 


3.12 定理 


HERRES, CHE dd E. s 则 存 
ZE hb 8: PRA BS ERa 


证 明 。 ey 我 们 有 
° Sts C) sinf || x- a` i>0 


SC oS {ERIdC) < 50}, Pidi Hx-aúi< 
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1 A FEO 
9). C o FBEAR, ENC B=. HE3., iE 
£ 中 闭 超 平面 分 离 C oB. 易 证 它 严 格 分 离 C 和 ae 。 

3.13 QM., Gy 

在 凸 分 析 应 用 中 ， 例 如 对 优化 条 件 的 开发 中 ， 凸 锥 的 概念 
及 性 质 是 非常 有 用 的 。 


EX. WV XR 上 线性 空间 。 天 CC 大 KAR, WREN 
ZE 天， 入 >0，MxE 天 。 
所 谓 天 的 顶点 0 ， 可 以 属于 开 ， 也 可 以 不 属于 天 。 许 多 作 
潮 通 过 在 } 人 锥 的 定义 时 ， 令 X20, ， 以 包含 顶点 0 。 
读者 易 证 KCVy 为 凸 锥 当 且 仅 当 对 所 有 的 x,y€ K ,和 >0， 
有 š 
x+y€ K, kx€ K, 
ET. REEREEBZE, E'A, HE LEIER 
性 连续 泛 函 一 R 组 成 的 线性 空间 。 若 x € 玉 ，w€ 上， 我 们 写 
<x | 由 代 管 尺 x)。 设 KCE 是 一 个 锥 。 
(a) KERAK 表示 ， 
K’: =(u€E:| <Kl|uy<0) 
HRITIK D0 代替 (VxE K xx juy<çco, 
(by 太 光 二 次 极 ， 用 Ko 表示 。 
K” ; = (x€ E| <x |K'><0} 
KADEK MK” 是 包含 点 0 03588. 我 们 有 KCK"。 
下 面 证 明太 % 是 闭 的 。 事 实 上 ， 设 (x,) 为 玉 % 中 序列 ， 且 xx 


落 s€ K° ， 则 对 所 有 的 mEN，(xuls0， 因 此 ， 人 xl 和 0 


5? 


e 


(由 于 u 的 连续 性 ) ,于 是 x € K"”。 得 出 KCK". 

定理 。 若 CE 为 非 空 凸 锥 ， 则 K™ = K 

证 明 ， 已 证 天 CK" 。 读者 易 证 六 是 包含 点 0 的 凸 锥 。 设 
a ERR*， 由 定理 3.12， 存 人 在 Ww€' 及 a€E R， 使 


《Klar <a (22) 
Ai 

<a] u) >a, 
我 们 有 OEK, Kik a>0。 所 以 

<a| u) >0 (23) 


RAAHAA, AK=K, (22) RAWK so 和 0， 即 wo 
K”, A, M (23) zH o EK”, 
RIAK”CK, MMEHTK” =K. 


练 习 


1 设 忆 为 线性 拓扑 空间 。4，BC 巨 是 非 空 的 开 凸 集 ， 使 
Añ B=9. EREKE pART KARAR. 

2 REJRERSE. ACE Bøn, BCE 
是 非 空 的 紧 凸 集 ， 使 4 站 召 = 几 证 明 存 在 已 HAREEK 
离 4 和 3 ( 见 练习 1 和 定理 3.12) 。 

3 设 忆 为 线性 拓扑 空间 。LC 巡 是 凸 的 且 int(4) 寺 加 证 
糊 x € int(4) 当 且 仅 当 对 每 一 个 包含 * BEH, A 中 至 少 
存在 两 个 点 能 被 五 严格 分 离 。 

4 ”给 出 是 凸 代数 体 而 不 是 凸 你 的 例子 ( 见 §$2 26). 


* 译注 ， 原 文 误 为 as 天 。 
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(提示 :研究 第 二 章 习 题 8 和 习题 10) 。 
5 ” 设 K 是 线性 赋 范 空间 中 的 开 凸 锥 .证 明 K + 下 = K。 
6 设 K;， 攻 :为 线性 赋 范 空间 中 非 空 的 锥 ， 证 明 
(a) (K,+K,y= KINKS=(KUK,) 
(b) (KN KVYDK! +K! =c0( K UKY (LEPR 
zD; 


54 


e 


æ 


BME PROTE 


4.1 
本 章 我 们 研究 Re 中 的 凸 子 集 C rZ 1) 
性 空间 的 凸 子 集 ， 就 本 质 而 言 ， 两 者 是 # 


4.2 定理 (Caratheodory 定 理 ) 

“ik Ac Ra. 

(a》 对 于 每 点 *Eco(A)， 存 让 4 的 n+ 1 个 点 、 使 得 x 是 
这 些 点 的 凸 组 合 。 

(b) 车 dim( 4) =k, Meo AERE TARFAR k- 单纯 
形 的 并 . 

证 明 。 设 xEco(4)。 由 定理 2.3， 存 左 X Xa, ss, XE 
ARIA,, Ar, e, AER, 120 (1 isp) 使 得 


=1 R x= 。 
Ja f sar 


若 %t，、xa，…，2 是 仿 射 相关 的 ， 则 存在 不 全 为 0 M, os 
=, WER, 使 


HiX + MaxXz 十 十 boxo = 0 
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且 

H+ hte +h = 0 
A 8 2.11) 。 对 所 有 的 PER， 我 们 有 

x= (À, = PH) X + e + (No — Pho) Xp, F (24) 
读者 易 证 集 {o ER| LAILI) APANC, B) 
《注意 至 少 存在 一 个 i,， 使 出 到 0) ， 在 (24) 式 中 , $ p=a。 
得 到 

x= (h-a) Xt + (À, — app) Xp 


其 中 


, 
Da) = 1, M-ap>0 (1 <i<p). 


且 至 少 存 存 一 个 i, 使 
M-ap = Qs y 

这 就 推 知 * 是 4 中 p- 1 个 点 的 凸 组 合 ， 不 妨 假 定 为 xv x, 
ees Xoe WXr, Xy, HEHHE, TE 复 上 述 过 程 ， 若 p 
n+ 2 ， 这 是 一 定 可 能 的 ， 经 有 限 步 后 ， 可 得 x 为 4 的 q 个 仿 射 
独立 点 加 ，》，…， 办 的 凸 组合 ， 其 中 < + 1 。 

(a) #q=n+ 1 ， 立 得 所 述 结果 。 蔡 9<n+ 1 ， 则 从 4 中 
IE EBA aa °, Yaris HM OVa +Q yaa te EO Ynt 
加 到 由 yl,，y;:，…，yo 给 出 的 式 中 ， 即 得 欲求 的 x 的 表达 式 。 

(b) # dim(4)=h， 则 g<h+ 1。 若 =R+ 1 ， 则 x 含 于 
顶点 属于 4 的 8- 单 纯 形 c6( yy， Yrs es Yni) Æ ILk+1, 
MARHRR R Yess Yee ts Ya WE Yis Yas e, Yr? 
为 仿 射 独立 。 利 用 (a) 的 论证 ， 即 得 所 述 结果 。 
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Ye 


(a) 在 Re 中 ，Caratheodory 定 理 是 定理 2.3 的 一 种 改进 。 
(b) 若 4CRs 至 多 有 mn 个 分 支 ， 且 dim(4) =n， 可 以 证 明 co( 4) 是 顶点 属 FA 


的 所 有 (n - 1)- 单 纯 形 之 并 。 
读者 易 证 〈 用 一 个 合适 的 例子 ) 在 这 个 命题 中 ， 数 n - 1 不 能 改进 . 


4.3 应 用 

由 定理 2.24， 若 4 为 开 集 ， 则 co( A) 亦 开 ， 但 .4 为 闭 集 ， 
则 co(4) 未 必 是 闭 。 然而， 在 Re 中 ， 只 要 4 是 紧 集 ， 则 co(.4) 也 
是 紧 集 。 

ER, FACERE, Meo AFERE, 

证 明 。 由 Caratheodory 定 理 ，co(4) 中 的 点 可 被 表 为 4 中 
n +1 PADDAS. M 


f(xi, s, X. 和 和 wii) = YAI, 
iat 


定义 的 映射 f。 RD x R+ R" (WER À CR (1 <i< 
s + 工 )) 是 连续 的 。 设 

L=((À, ee, MN) ER! |X,Z20 (1<i<n+1) ， 
ntl 
Eh = 1 } 则 eco( 4) = /Cr 1), BEEBAELE IQ, MTE 


为 紧 集 的 笛 卡 尔 乘积 A"*! x 工 是 紧 的 。 因 此 它 在 下 的 象 亦 是 
紧 集 。 

4.4 定理 (Helly Æ) 

对 于 R 中 至 少 n+ 1 个 凸 集 组 成 的 有 限 集 族 ， 若 每 个 由 
n + 工 个 集合 组 成 的 子 族 有 非 空 的 交 ， 则 整个 集 族 亦 有 非 空 的 


x 
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证 明 。 设 集 族 由 六 个 集 组 成 。 对 六 采用 归纳 法 证 明 。 当 六 
= 有 n+ 1 时， 定理 显然 是 真 。 设 N=h 时 (这 里 kh 之 n+ 1) 所 
述 结果 成 立 ， 考 虑 N =k+ 1 的 情形 ,假定 集 族 是 {C Cr 
…，Cht1}。 由 归纳 假设 ， 对 每 个 i，1 <i<h+ 1 ,存在 XiE€ 
R"， 使 得 

t+ 
xE Nc, I 
因为 &>m， 点 Xi，xa，…，x%i+l 是 仿 射 相关 的 。 故 存在 不 全 为 
0 的 h Mo, =°, ha CR, 满足 

i 0, bai =0。 


KERE, RIE MSO, e, W0, WaLl0, 
ha+i<0。 置 


y= Lii /Eu 
那么 ， 我们 也 有 
he k+ 
IJE >. Cua S, (-u:) 


MT, ERF Ü ，C, 也 属于 由 C,， 即 y 是 所 有 集合 CGI< 1 
<k+ D 的 公共 点 . 


注 。 对 由 Re 中 的 紧 凸 集 组 成 的 任意 集 族 ( 不 必 是 有 限 的 ) 有 类 似 定理 ， 


4.5 
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ret 


“a 


w 


Ropi PER KIEA € R°| (a| x) = 8) 的 子 集 ， 这 
H aER"\{0 }.BER, (al x) =Ë ta, + e +a E EIB] ste 
= (Oi, Ga, +, On) ÑNix=(Ë,, Ér, =+, ED 的 内 R CHL S 
9 .` 


下 述 定理 是 Helly 定理 的 一 个 简单 应 用 。 


定理 〈kirchberger 定 理 ) 。 设 4，B 是 R" 中 的 有 限 集 ， 假 
定 对 每 个 4UB 的 子 集 C， 它 至 多 由 n+2 个 点 组 成 ， 且 存在 严 
yE; CY 4 和 CN 如 的 超 平面 ， 则 存在 超 平面 严格 分 离 4 和 
B, 

证 明 。 假 设 4UB 不 止 含 %+ 2 个 点 ， 对 每 个 x*ER", 我 们 定 
义 
A(x)={(», B) ER” xR] (x| y)>B} 
B(x)={(y, B) ER" xR] (x] y) <B} 
A(x) 和 B(x) 是 R"xR=R"*! 的 三 子 集 ， 考 察 由 所 有 的 ;: A), 
%€A 和 玉 有 的 B(x)，x EB 组 成 的 有 限 集 族 P， 由 题 设 可 知 ， 
对 书 的 每 2+ 2 个 元 素 A(X,)， A(x,), =, A(x,), B Xo) ， 
o Blm DFE, B) ER"xR， 使 得 
(0 xD>B， 因此 (?，B) E4(xD) 0<i<p) 


Loy Ix) <B， 因 此 (y,B) EB(x:) Cp+1<i<n+ 2 
# (y, D 是 这 n+ 2 个 元 素 之 交 。 由 Helly 定理 ,了 之 所 有 元 
素 必 有 公共 点 ， 定 理 得 证 。 
注 “记者 易 证 在 这 个 定理 中 ， 数 m + 2 不 能 改选 ， 
4.6 
令 Qec 是 Re 的 所 有 非 空 紧 钙 于 集 组 成 的 集 族 。 设 À, BE 
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Qcc。A 在 8B 上 的 超出 量 定义 为 
e(A, B):=sup{d(x, B)|x€4) 
这 里 d 是 R" 上 的 欧 几 里 得 度量 4 和 8B 的 Hausdorff 距 离 定义 为 
h(A, B):=max{e(A, B), e(B, A)} 
具有 Hausdorff 距 离 的 Qcc 是 一 个 度量 空间 ， 证 明 留 给 读者 。 
设 R>0， 令 Qcc (R) 是 球 {x ER” d(x, 0) <R) 的 所 有 
非 空 紧 凸 子 集 全 体 。 
定理 (Blaschke 收敛 定理 ) 。 具 有 Hausdorff 距 离 的 
Qcc CR) 是 紧 度量 空间 . 
证 明 。 只 要 证 明 Q ec (R) 是 序列 紧 就 够 了 。 设 为 n 维 立 
方 体 


(E Ë, =, Ên) ER" 0< I| SRG(<i<n) 
通过 把 P 的 每 边 等 分 成 2 份 ， 我 们 得 到 了 的 一 个 划分 ， 将 了 分 成 
一 些 边 长 为 R/2"! 的 全 等 闭 立 方 体 ， 用 P* 表示 这 些 闭 立方 体 的 
集 族 。 任 一 4E Qo (R) HEFP., P 中 所 有 与 4 相交 的 立方 
体 之 并 称 为 4 的 一 个 k- 复 盖 。 若 4 和 B 有 相同 的 &- 复 盖 ， 则 有 
(A, B)<RV rn/2*!, 

RCA Roe (R) 中 一 个 序列 。 因 为 不 同 的 1- 复 盖 的 个 
AERAR, WEE (C) 的 子 序列 《〈C '}?)， 其 中 元 素 具 有 
相同 的 1 - aa. Am, FEC) 的 子 序列 〈C (全 )， 其 元 
RARR- 复 盖 。 继续 使 用 这 种 方法 ， 对 每 一 个 RE N， 我 
们 得 到 一 列 有 下 述 性 质 的 〈C 全 ) ， 

(a) (C ) 中 所 有 元 素 有 祖 同 的 A- 复 盖 ， 因 此 对 所 有 的 
j, mEN, RAACH, CRR n /27 

(b) (CH) R CED 的 子 序列 ， 因 此 对 所 有 的 了 ， 
mEN 及 所 有 的 p ，9EN, jH p>q, 我 们 有 h CP, C) 
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ZR n /2°":, 
MEEA RFI DI》 是 一 个 柯 西 序列 ， 这 里 D = 
cp, a 
如 = co (UD) 


AD 是 非 增 的 非 空 紧 凸 集 列 。 而 
A: = ñ A, 


为 非 空 紧 凸 集 ， 所 以 4E Qcc(R)。 我 们 指出 有 lim .. D. = A, 
这 就 证 明了 在 Qcc(R) 中 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 列 。 
设 s>0。 存 在 VEN， 使 对 所 有 的 j，m 之 入 成 立 

h(D,, Da) S£ 
Kie 

e(D,, DD <e 
ge( 4, DD <e。 从 而 ,对 所 有 的 i>>N,e(4, D) <=. 
其 次 ， 存 在 M EN， 使 得 对 所 有 的 m>>M 有 elAn, A)Ke. 如 
若 不 然 ， 则 存在 序列 CD 。 使 对 所 有 的 iEN，xi EAs， 有 
d(xw，4)>8， 这 里 d 为 欧 几 里 得 度量 。 由 A4* 的 紧 和 性， 序列 
AD 有 收敛 子 列 OD , #yxc>y, Wdy, A) >e, (y 
4， 了 矛盾 。 从 而 ， 存 在 MEN， 对 所 有 m>M， 有 e(D,, A) 
委 2E， 于 是 对 任意 mmax(W，M) 就 有 h(D,, A<, 


相 对 内 部 
4.7 定理 
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设 C 为 R* 中 由 集 ， 下 述 情况 是 等 价 的 ， 

(a) CERRAR. 

(b) C 是 凸 体 。 

:cy dim(C) =n, 

江 明 (c) 一 > (b)， 由 定理 4.2，C 包含 一 个 niés = 
So(x,, X I, trey Xa) 。 我 们 把 证 明 

int(S) = {EN 和 ;>0(0<i<n), N= 1} 
i=0 i=0 

留 给 读者 。 因 此 ，int(S) 二 gd。 导出 int(C) 坟 0。 

(b) 二 之 (a)， 由 于 定理 2.23(c)， 这 是 正确 的 。 

(a) 一 >(c)， 假 设 C 是 一 个 凸 代数 体 ， 且 dim(C)<m。 这 
蕴涵 aff(C ) #Ra。 设 cEC: 及 XEReNaff(C)， 令 如 为 通过 x 和 
_ 的 直线 ， 就 有 mh afft(C) ={c}， 因 风 ，mnC={c}， 矛 盾 。 
e 


4.8 定义 

HEARERS, ACE, AKHIR AR ri(4) 定 义 成 
视 4 为 aff(A) 〈 具 有 相对 拓扑 ) 的 子 集 时 ，4 的 内 部 。 

注 “在 Re 中 引入 相对 闭 包 的 概念 是 没有 用 处 的 ,事实 上 ， 因为 Re 中 每 一 个 仿 
射 集 都 是 闭 集 ,4 的 闭 包 A 与 4 作为 aff( 4) 的 于 集 时 的 闭 包 是 一 样 的 。 

EE, OCRE HAI 

(a) # Co, WricC)*pH dim(ri(C))= dim(C) , 

(b) (C) = C Hri (C) =ri(C). 

(c) #x€ri(C), By€@, MEX, yari). 

jHEBH. (a)H $ 4.7。 应 用 (a) 和 定理 2.27， 即 得 (b)。 由 定 
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和 


理 2.23 推 出 (c)。 


4.9 
下 面 我 们 研究 运算 “ri” 的 某 些 性 质 。 


定理 。 设 CCR" 是 上 唔 的 ，7，R" 一 >R" 为 线性 喘 射 。 则 
ri(TC)=T(ri(C)) BTC DTO). 


证 明 。 从 R" 到 R" 的 任何 线性 喘 射 是 连续 的 。 第 二 个 关系 由 
了 的 连续 性 就 可 得 出 。 


对 ri(C) 应 用 第 二 个 关系 ， 由 $4,8 我 们 有 

7TGiC)) ƏT(ri(C) =T(G)ƏTC>ƏT(ri (C0)). 
由 此 得 TC = T(ri(C)). 再 用 $4.8， 有 ri(TC)=ri.(7TC) = 
tilt Gi)» =ri(T(ri(C)))， 因 此 ， 

ri(TC)CT(ri(C)). (25) 

设 XET(ri(C))。 存在 xiEri (C), E x=Tx, 由 $4.8， 
iTO =o, AEEY ETOR y1EC 使 y=Ty,, AX 
x €ri(C), 故 有 2: EC， 使 € 《zi yi。 设 z= 了 zl。 我 们 有 
2ETC 及 xE Lz，y》， 从 $4.8 得 出 xEri(TC)。 于 是 

T(ri(C)Cri(TC)., z6) 
结合 (25) 和 “(26) 式 ， 得 出 所 述 结果 。 


4.10 ”定理 


RC, DYR EGH, ACR, W 


(ay TICAC) = ATiC》 
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(b) ri(C+ D)=ri(C)+ri(D) 
进而 ， 若 ri(C) 则 ri(D) +6, HJ, 
(ce) Ch 万 =En 万 
(d) ri(CN D)=ri(C)N ri(D) 
证 明 。(a) 应 用 $ 4.9 到 7，R"->R",7 定 义 为 ，Tx = <, 
(b) 应 用 8$84.9 到 7，R" x R">R"， 定 义 T(x、y)=Xx+y， 
从 而 推出 ri(C+ D) =ri(T(CxD)) =7T(ri(C xD))。 请 读者 证 
明 
aff (C x D) =aff(C) xaft (D) 
及 
ri(Cx D) =ri(C) xri (D), 
于 是 
ti(C + D) =T Gi(C) xri(D)) =ri(C) + ri(D)., 
©, (O), 我们 有 CT 站 万 = Cn 万 . 设 xEri(Cynri(D)， 
yECND. 由 84.8，[x，y>Cri(C) NiD), Aye 
Tiri), Mi 
GNDcriO ND CNDEoND 
故 Cn 万 =GnD, OHE. $ 4.88 
ri(ri(C) Nri(D)) =ri(C N D) 
得 
ri(CND) cricC) nri(D) , 
现 设 zEri(C) Nri(D), u €ri(Cn D). 存在 u,€C, u,€D.. 
使 2E G, WN us，w》， 因 此 存在 4EC nD， 使 2 ECu,，w》。 
根据 84.8，Z Eri(CND)。 于 是 ri(C) Nri(D) cricCnD)， 
(d) 得 证 。 
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E ai 
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ik. 我 们 留 给 读者 证 明 (用 一 个 反例 ) 在 (c) 和 (d) 中 ， 条 件 ri(C)Nri(D)》 
SERNER. 


Rn 中 的 分 离 
4.11 


下 述 定理 是 分 离 定 理 〈 定 理 3.8) EAR 维 线性 拓扑 空 
的 一 种 改进 。 它 给 出 了 在 R* 中 真 分 离 的 一 个 充分 必要 条 件 。 

ER (GEERD. RC, DCR 是 凸 的 和 非 空 的 ， 则 在 
R" 中 存在 超 平面 真 分 离 C 和 刀 ， 当 且 仅 当 ri(C) ri (D) =%, 


证 明 。 我 们 留 给 读者 证 明 ， 当 #= 1 时 结论 成 立 。 现 在 假定 
n22, &A=C-D, 4 是 凸 的 〈 见 $ 2.4， 性 质 〈a) ) 且 非 空 。 
由 定理 4.10，Ti(4) =ri(Cy -ri(D) ， 因 此 有 


ri(C Nri(D) <0$<€=06ri(4) 
充分 性 设 B8=ri(4)。B 是 相对 开 集 ( 即 在 aff (8) 中 是 
开 的 ) ， 凸 集 ( 见 定理 2,23〉 上 且 非 空 ( 见 $4.8) 。 有 0EB. 在 
下 述 引 理 中 我 们 将 证 明 必 存在 超 平面 H=f (0) 、 使 0E H. 
H| 83 =， 由 于 B8 是 同 的 ， 不 失 一 般 福 ， 我们 假设 f (ri(4)) 
=f(B)>0, Hits f (A 这 0。 于 是 
(reEC)(dED) fc)>f (d) 
R 
(存在 cEC) (存在 gdED) fo>fid). 
令 ?=inf{jolcEC}， 则 C 和 刀 被 超 平 曾 六 :(?) 真 分 离 。 
LRH: BH =f) 是 真 分 离 C 和 DD 的 超 平面 。 不 失 一 
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我 们 假设 1 (C) >a, f Da 且 对 某 个 c€ C, Fio 

。 由 此 得 出 F (4) 之 9 及 对 某 个 a€ 4，/(a) >0。 设 xEri(4) . 
= EEx, r +Š (x —a)Jc 4, Birk (x+ b (x - a)) > 
0， 从 而 (1+ feo 2>5f(a) H f>. 就 有 fri, 
所 以 0€ri(A). 


38. ik BC R° 是 凸 的 和 相对 Ji. 且 0E€B8 。 则 存在 
R" 中 的 一 个 超 平面 驻 , EEH, HD B=$. 

证 明 。 我 们 证 明 下 述 命题 。 若 严 是 R* 的 线性 子 空间 ， 满 足 
0< dim()<n-2BF0 B=$， 则 存在 R" 中 包含 F 的 超 平面 
H, HN B=¢ (QF={0}, 见得 引 理 ) 。 

首先 考 虐 n= 2 的 情形 。 我 们 有 严 = {0} 且 0E 8 我们 寻找 
的 超 平面 是 R" 中 过 原点 0 但 不 与 8 想 交 
- 1,0, 1 时 ， 该 直线 的 存在 性 是 平凡 的 在 
时 ,可 由 定理 3.8 得 出 《因为 在 这 种 情形 ， B 是 R? 申 的 开 于 集 )。 

其 次 ， 我 们 考虑 n> 2 的 情形 ， 设 5 是 Re H RRETA 
间 , 使 得 SL 上 LF, 令 8,=SN (B +F); B, R rt $t. 由 定理 
4.10, ri(B+ F)y=ri(B) +ri(F) = B+F. 因为 ri(S)=5S， 
再 次 用 定理 4.10， 就 有 Bi =p RiB) =S BHF) =B. 在 
两 种 情 形 下 ，8B, 都 是 相对 并 的 、 因 为 0《 B,， 由 已 证 的 n= 2 
WE, FE S 中 的 直线 m 通 过 0 而 不 与 B 相 交 。 设 S,=F +m, 
Si 是 R" 中 包含 的 线性 子 空间 ， 且 dim(5S,) =dim(F) + 1。 假 
E Sin83x#*b。 则 存在 FE 斑 ，oEm，bEB， 使 /+a=b ， 妈 
a=b-f, REFE NAMA B, = 4) . BjkS,n0 B=. 继续 
用 此 方法 ， 经 有 限 步 后 ， 可 得 超 平面 瑟 , 使 得 HDF, HNB 
=ġ, 
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4.12 应用， 支撑 超 平面 


设 E 是 线性 拓 扩 空间 ，4CE。4 的 相对 边界 rb(A) 定义 
为 ， 视 -4 为 aff (4) 《具有 相对 拓扑 》 的 子 集 时 4 的 边界 。 若 A 
cR, 则 rb(A) = A\ri (4). 

下 面 定理 及 其 证 明 与 $3.10 实 际 上 是 相同 的 。 

定理 。 设 CCR* 为 非 空 止 集 ，xErb(C)。 则 C 在 x 存在 非 
平凡 的 支撑 超 平面 。 


4.13 应用， 极端 点 

在 $2.10 中 ， 我 们 已 引进 了 极端 点 的 概念 。 下 面 将 证 R" 中 
的 紧 凸 集 完全 由 它 的 极端 点 确定 。 我 们 从 一 个 引 理 开 始 。 

引 理 、 设 -4 是 R" 的 非 空 有 界 子 集 , 4 至 少 含 两 个 点 , 则 ri(4) 
Cco(rb(4))。 


证 明 。 设 xEri(4。 存 在 yE4，y 夫 xx#。 设 四 为 通过 xf 
2 的 直线 ， 集 m 门 4 有 界 且 色 含 一 条 以 % 为 相对 内 点 的 线段 。 从 
而 有 p，4E€m 们 rtb(-4) ,使 得 XE [p, gl. 

æ Minkowski 定理) 。 设 CCR* 为 非 空 紧 凸 集 ， 巨 是 
C 的 极端 点 集 。 则 瓦 关 g 且 C = co(E)。 

证 明 、 设 d = dim(C)。 对 d 采 用 归纳 法 证 明 。 

# d=0, C 由 一 个 点 组 成 ， 定 理 是 平凡 的 。 现 设 dim (C) 
=k， 且 当 d<k 时 命题 成 立 。 因 C 有 界 ，rb(C) +o, i$ x,€ 
rb(C)， 丈 = 三 !(a) 是 C 在 xo 非 平凡 的 支撑 超 平面 〈( 见 8 4.12) 


译注 : 原文 错 为 YE xX。 


EFCA. H C 为 非 空 紧 凸 集 。 读 者 易 证 dim(Hn C) < k, 
HIRERE, H N CHR RE EZ, HH NC co(E) 。 设 
e€E,. 假定 存 在 x*，y EC，4E C0，1) 使 e= hx+ (1-4). H 
为 e€ H, Efeza, RRA OO + G - fO) =a, Bf G) 
<a, f(y) a， 得 出 f (x) = fO) =a， 因 此 Xx, YEHNC. 上 
eCE,, 就 有 x=y=e。 于 是 e€E, HECE (AKE +b). 

由 于 C 是 闭 的 ， 我 们 有 xa € H| C, Ji xoEco(ED)Ceo 
CE), Him; rb(C)ccco(E), 

由 上 面 引 理 ， 我 们 有 ri(C)ccco(rb(C)), B yk ri(C)< 
cal)。 从 而 CCeco(E)。 便 有 C=co(E)， 即 d =k 时 命题 成 
立 。 


PE, 结合 Minkow sik 定理 与 定理 4.2， 可 知 每 点 xEC 是 C 的 至 多 n+ 1 个 


极端 点 的 凸 组 合 。 
多 H| # 


4.14 


x= (b, Ez, seag š) € R°, 以 x 之 0 表述 DE. 
JH P'RRR HIER FEB (x € R°| x 之 0}。Rs 的 闭 半空 间 是 Re 中 
HE wx ER" (车 急 委 o} 的 子 集 ， 这 里 PER, pss0, a €R. 
当 a = 0 时 ， 这 样 的 集合 称 为 含 边 界 点 0 的 闭 半空 间 。 

定义 ，R" 中 的 多 面 锥 是 R* 的 有 限 多 个 含 边界 点 0 的 闭 半 空 
EZZ. 

多 面 锥 是 包含 原点 0 的 凸 锥 。 

设 天 是 R* 中 的 多 面 锥 ， 它 可 表 为 有 限 不 等 式 组 

GJ p.) <0 A<; <) 
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wa... SE 


KRR. REPER, pA Oik), WREX 映射 T; 
RR 


(T<),= (x| p) (x€R', 1<i<k) 
则 用 开 = (x €R*| Tx<0}= -T pt 
4.15 


下 面 要 用 到 这 样 一 个 事实 ，R* 中 有 限 个 点 的 所 有 非 负 线性 
组 合 所 成 之 集 是 包含 0 的 凸 锥 。 其 证 明 留 给 读者 ， 


定义 。R* 中 的 凸 锥 天 称 为 是 有 限 生 成 的 ， 如 果 存 在 R" 的 一 
个 有 限 子 集 {o，9，…，qij， 它 叫 天 的 生成 集 ， 使 得 


K=(Ma+Àa,+.. + Ahaa] Ai, Agy +, Aa >0} 
申 此 ，R* 中 的 有 限 生 成 凸 锥 也 可 以 定义 成 下 面 形式 
K = (Tx|x2>0) = T P& 
这 里 &EN，7 是 R4 到 Rs 的 线性 映射 。 
定理 。R* 中 的 有 限 生 成 凸 锥 的 极 是 一 个 多 面 锥 。 
证 明 。 设 天 = 了 P* 为 Re 中 有 限 生成 凸 锥 。 对 所 有 > ER, 我 
们 有 
(TPH y) <0<> (PH T'y) <0—T'y<0 
这 里 74，R" 一 >R* 为 7 的 伴随 。 从 而 可 得 
K'={yER"|T'y<0}. 


4.16 


下 耐 两 个 定理 将 使 我 们 能 证 明 多 面 锥 与 有 限 生 成 凸 锥 是 一 
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E. ZT: RRR E OCR, A= (x €R'|Tx 
<b. MU, 

a) -4 至 多 有 有 限 个 极端 点 。 

(b) 落 4 非 空 有 界 ， 则 .4 是 凸 多 网 形 〈 见 82.8) 。 


证 明 。(a) i%b= (B,, B,, ++, B), A 是 不 等 式 组 
(x|pi) <B; 
WARR, REPER (1<i<hk) 。 设 2 为 4 的 极端 点 集 。 假 定 
x, YEE, EUW = 在 |(x |pi) 之 B1} ， 类 似 地 定义 (>)。 
假设 1(x) = 了 (y)。 存 在 se 之 0， 使 得 
(x +e (x-y) |p) <B (27) 
EEI. HEIO, RIE CLP) = Ol) = Bi， 因 
此 《XxX+e(%x 一 y)| pi) =Bi。 从 而 对 所 有 的 ;，(27) 式 成 立 。 于 
是 Y+s(x-yJ) EA, 我 们 有 
了 e€ 
x 二 
因为 x*，y EE， 推 出 x*=y。 这 就 是 说 * 三 y 著 涵 [ (x) + w). 
由 于 集 {1，2，…， 入 仅 有 有 限 多 个 子 集 ， 这 就 证 明了 所 述 结 
F 
(b) .4 为 闭 凸 集 。 从 定理 的 假设 得 出 4 是 非 空 紧 集 。 应 用 
Minkowski 定 理 〈 见 8 4.13) 便 得 出 所 述 结果 。 
4.17 ”定理 


设 天 为 R* 中 有 限 生成 凸 锥 。 则 ， 

a) 天 是 有 限 个 有 限 生 成 凸 锥 的 并 ， 其 中 每 个 具有 线性 无 
关 生 成 集 。 
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1 
YF grelt tea- 51, 


(b) KK 是 闭 的 。 
WEBA. (a) (HL Caratheodory MIFA). FEG, 0, ee 

D ER", 使 

K = a+ Agaat eee + Acap] Ai, À, <, Ao Z0} 
Wx€K, x=), +Àa,+. +Àa, X 里 M, À, <, À = 
0. 知 qt，q，…，0 是 线性 相关 的 ， 则 存在 不 全 为 0 的 Bi, B 

。 WER, 使 

Uia, + had + eee + Hpo = 0 
对 所 有 PER， 我 们 有 

x = Ep ea, 
E {0 € R| ou;<Àh (1<i<p)y EÉ- co, a], La, BJ (这 
里 允许 xc=B=0) 或 者 [a，+ x》 的 区 间 。 令 p= ax， 我 们 得 到 
YX 作为 人 的 至 多 尹 - 1 个 生成 元 的 非 负 线性 组 合 的 表达 式 。 重 复 
这 个 过 程 ， 经 有 限 步 后 .就 得 知 * 为 天 的 线性 无 关 生 成 元 的 非 负 
线性 组 合 。 这 证 明了 所 述 结果 ， 因 为 玉 的 生成 集 仅 有 有 限 多 个 
子 集 。 
i (b) #a,, Or, =+, G, REEK, MGE 

(harkaq. aj), Azp eee, A00} 
是 R" 中 团子 集 ， 因 为 它 与 闭 集 

iÉ, Eis aas En) € RJ Ë, E,, Sg E >0} 
AA. H0 81K EAR. 


4.18 定理 


设 天 CR"， 则 天 是 多 面 锥 当 且 仅 当 人 是 有 限 生成 凸 锥 。 
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证 明 。 必 要 性 ， 设 K = {xER" |Tx<0} (这 里 T, R'—> 
Rs 为 线性 映射 》 是 一 个 多 面 锥 ,我 们 有 
K=T-i(TR"N (— Pb), 


k 
设 4=TR"N (- PY), B= (@,, nz, e, no € A| ">. 


BS (因为 0E€B8) R. 
A=R,B (29) 
这 里 R, 是 所 有 非 负 实 数组 成 的 集 。B 是 不 等 式 组 
OJK (<i<s) 
(y| - bD <0 (1<i<s) 
je) (1<i<hk) 
(y| -e)<1 
的 解 集 。 这 里 p1，p,，…，p, 是 R* 中 TR" WEZI, e,, 
《22，*…，64 是 R* 中 的 单位 向 量 (e1 = 《1，0, 0，…，0)， 等 等 ) 
e= (1，1，…，1) 。 读 者 易 证 8 有 界 。 由 .$ 4.16， 存 在 01， 
q, +, G, ER (849 
B=co(a,, G, =, Op). 
利用 〈29) 式 ， 我 们 得 出 4 是 由 ci，c:，…，% 生 成 的 有 限 生成 
D., FÆb, bn e, b ER", ETbi= a, 1<i<p). # x€ 
K, EEM. d, e, 1,208 


Tx= Yaa, = YA Tb; 
i=l si 


x -Zab ETH {0}. 
š=1 


从 而 天 Eho, 5,, haii bs, Cis Czy eee, Cay — C1 “Cz, ss 
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we 


一 生成 的 有 限 生成 凸 锥 ， 这 里 5，c，…，% 是 7 的 核 7{0} 
的 基 ， 
充分 性 ， 设 KK 为 有 限 生成 册 锥 ， 由 定理 4,17， 下 是 闭 的 。 
从 $3.13 得 
K = K%= (Ko 
按照 84.15，K" 是 多 面 锥 ， 因 此 按 前 所 证 ，K* 是 有 限 生成 是 
锥 ， 最 后 ， 再 用 $4.15，K" 是 多 面 锥 ， 


注 。 从 上 面 已 证 及 $ 4.15, 我 们 得 出 集 { Tx | x>0} 和 {YTiy<0} 之 一 
是 另 一 个 的 极 。 


4.19 应 用 ，Farkas 引 理 


设 4，R"->R* 为 线性 映射 ， 令 K = { A'x<0. 
我 们 有 
bEK'<> (px € Rh) (A'x<0 => (b |x) <0) 
从 8$4.18 的 注 推 出 天 "= {A4y|y 之 0} ， 因 此 
GfFfEy20)b = Ay é> (yx € Rb (A'x <0 => (b|x) 
<0). (30) 
(30) 式 称 为 Farkas 引 理 。 此 引 理 也 可 表述 成 择 一 定理 : 


对 每 个 线性 映射 4，R"->Rt 及 每 个 bE Rt， 或 者 
CI) 4x<0， (blx) >0 有 解 xE Ri, 或 者 
CH) 6=Ay，y 之 0 有 解 YE R" 

但 两 者 决 不 同时 成 立 。 
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练 习 


六 是 R 上 的 线性 空间 。 

1 设 4CV，dim(.4) =R，aE 4。 证 明 每 个 xEco (A) 
含 于 某 个 顶点 在 4 中 的 &- 单 纯 形 内 ，a 亦 是 顶点 之 一 。 

2 RACV, 证 明 co(4) 是 顶点 属于 4 的 所 有 有 限 维 单 
纯 形 之 并 、 


3 C, Ca e, C, 是 V 中 不 相交 的 四 于 集 ，xE co 
(UC) .证 明 x 含 于 一 个 至 多 有 一 个 项 点 在 C, 的 单纯 形 中 。 


4 QI ER". 中 所 有 非 空 紧 子 集 的 集 族 ， 具 有 Hausdorff 
距离 .(41) 是 厂 中 序列 ，A4E 栈 ,使 得 4 一 A(i->>)。 设 1(x1) 
是 R" 中 的 序列 ，x1€ AGEN), E xE REx ioc) 
证 明 x € A. 

5 ” 设 人 定义 如 练习 4。 CAD ÆT h-E N, AET, 
使 得 4i 一 4 (i>>) 。 如 果 每 个 4 是 凸 的 ， 证 明 4 是 凸 的 。 

6 (a) 设 CCR" 是 凸 的 。 证 明 。 

C=, 

(b) Ah DREMEN RC, E C. 

7 设 CCR" 是 凸 集 。 证 明 C 是 闭 的 当 且 仅 当 对 R 中 每 条 
直线 m,，C 作 m 是 闭 集 。 ，， 

8 ” 设 CCR" 是 西 集 ，ACR" 是 开 集 。 证明 4 0 5 B. 
a4 An ri(C) =$, 

9 设 C，DCR" 是 凸 集 ，CC 万 ，Cnri(D) #0. 证 明 
Ti(C)Cri(D) 。 


74 


a. 


10 (a) 证 明定 理 4,10 (c) 可 推广 到 任意 凸 集 族 。 
(6) 证 明定 理 4,10(d) 可 推广 到 任意 多 于 两 个 凸 嘛 的 有 限 
代 族 的 情形 ， 但 对 毛 限 个 凸 集 所 成 的 集 族 并 不 成 立 。 
11 ”证明 Radcn 定 理 : 设 4CR" 至 少 包含 n+2 个 点 ， 则 存 
在 A, ACR", 使 得 A, Y A,= $, A1U4,=4, co(A1) 人 co 
(A, =o, 
12 KCRA GE, CER 的 非 空 册子 集 ， 满足 C 
们 KK = 中 。 证 明 存 在 yE 天 "，2? #0， 使 得 对 任何 cE€C，(c1») 
20, 
13 K, KORHAZ HH. IEA 
KNK) = Ki+ K: 
《 见 第 三 章 练 6)， 
14 ”应 用 分 离 定 理 到 {路 和 AP"， 证 明 Farkas 引 理 。 
(提示; b €4P"'<=> 存 在 起 平面 严格 分 离 { 中 和 AP") , 
15 证明 Gordan 引 理 ， 对 每 个 线性 上 映射 4，R"->R*, 或 者 
CI) EELER, 使 A'x>0 或 者 
CI) FEYER, 使 得 
Ay=0, y20, y=0, 
但 两 者 决 不 同时 成 立 。 


注 FE 


1 同 集 几何 学 较 曲 函数 分 析出 现 得 更 早 。 其 早期 结果 见 
T.Bonnesen and W. Fenchel, Theorie der konvexen 
Körper, re-issued by Chelsea, New York,1971, 
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在 此 领域 中 其 它 有 价值 多 参考 书 是 
H. G.: Eggleston, Convexity, Cambridge, Cambridge 
University Press, 1969, 
F. A. Valentine, Conex Sets, New York, McGraw - 
Hill, i964, 
K. Leichtweisz， Konuexe Mengen, Berlin, Springer- 
Verlag, 1980, 
一 般 说 来 ， 我 们 仅 给 出 在 凸 分 析 中 有 用 的 那些 与 凸 集 有 关 
的 结果 。 


2 ”对 无 穷 维 空 间 也 有 $4.3 的 类 似 定理 ， 这 就 是 Mazur 定 


理 ， 若 E 为 Banach 空 间 ，ACE 是 紧 集 ， 则 co CA) FERE, 

3 BRr 中 紧 凸 子 集 的 体积 和 表面 积 是 hR) 上 的 连续 消 
数 〈 见 8$4.6) 。 从 Blaschke 收 敛 定理 得 出 Q cc(R) 上 任何 实 连 
续 函 数 存在 极 小 。 这 个 事实 可 用 于 研究 等 周 问题 ， 找 出 表面 积 
一 定 而 包含 最 大 体积 的 集合 。 

4 “Minkowski 定 理 〈 见 8 4.13) 在 无 穷 维 空间 中 有 一 个 
推广 这 就 是 Krein-Milman 定 理 ， 局 部 凸 空间 中 的 非 空 紧 吓 集 
是 它 的 极端 点 集 的 闭 凸 包 。 

5 ”线性 空间 中 的 凸 性 概念 已 以 多 种 方式 得 到 推广 。 见 

V. W. Bryant and R. J. Webster, Generalizations of 
the theore ms of Radon, Helly, and Caratheodory, Mo- 
natshefte für Mathematik 73 (1969) 309 一 15 

凸 性 空间 定义 为 序 对 (外 ,*) ， 这 里 为 FFR, + AM 
x 天 到 六 的 所 有 子 集 族 的 映射 《显然 ，0*b 是 线段 Lo, DJK 
AARC, by 的 推广 ) 满足 : 
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a) abo 

(b) a.b=b+a 

(c) a. (bec) = (a.+b)+c 

(d) 设 4/8= (x€ X| a€bex}, WE: 

(a/b) N (c/d) + => (asd) N (bec) +0 

(e) asa= {0} =a/a 

(f) cab) N (a.c) + pb = crb Eac} c Ead, 

WRP, EAR EERE R, BET 
推广 Caratheodory 定理 〈 见 之 32342737 , Hely m LEH 
4.4) 和 Radon 定 理 《〈 半 练习 7? 

基于 这 些 概念 的 更 多 的 几何 理论 可 在 下 述 文献 目 找 到 

W. Prenowitz and J. Jantosciak, Join Geometries, a 
Theory of Convex Sets and Linear Geometry, Berlin, 
Springer, 1979, 

6 #XD. C. Kay 和 E.W. Womble, Axiowatic Con- 
vexity theory and relationships between the Caratheodory, 
Helly and Radcn numbers, Pacific J. Math. 38 (1971) 
471—855, MERAJTE (X, B), RE X R— 
个 集合 ，B 是 羡 的 子 集 族 ， 满 足下 列 条 件 : 

(a) HEBEHX EB, 

(b) 8 的 每 个 于 族 的 交 属 于 B。 

RACKED, MCA 表示 ， 定 义 成 

C(A)= ní BBEB, BƏA y 

在 这 种 凸 性 空间 中 ， 定 义 三 种 数 ， 

X, B) 称 为 有 Caratheodory 数 c， 如 果 c 是 这 样 的 非 负 
整数 ， 对 所 有 的 4CX， 
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CA) = U {C B) IBCA, |B| <c} 

这 里 B| 是 8 的 基数 。 

X, B) 称 为 有 Helly 数 4， 著 h 是 这 样 的 最 小 非 负 整 
数 ， 只 要 子 族 的 每 h 个 集合 有 非 空 的 交 ，B 的 有 限 子 族 亦 有 非 
空 的 交 。 

(六 ，B》 称 为 有 Radon 数 r， 如 果 r 是 这 样 的 最 小 正 整 
数 ， 对 于 任何 的 4CX，|4| >r，4 可 被 划分 成 两 个 非 空子 集 
ARA, ECA) NCA) <ó, 

EXER, B 是 R" 中 所 有 凸 子 集 组 成 的 当 族 ， 则 C=h=n 
+1Fr=n+2, 

可 以 证 明 ， 在 c，A 和 r 存 在 的 凸 性 空间 中 ， 我 们 有 4 + 1 < 


r<ch+ i. 
关于 对 凸 性 理论 和 有 关 课 题 建立 的 更 多 的 公理 可 在 下 述 文 
献 中 找到 ， 


R. E, Jamison, A general theory of converity,PhD 

Thesis, University of Washington, Seattle, 1974, 

G, Sierksma, Relationships between Caratheodory ， 

Helly,Radon and exchange numbers of convexity spaces, 

Nieuw Archief voor Wiskunde(3), XXY(1977)115—132 

H, Van Maaren and H, J, P, De Smet, Extremal 

points, separation and Caratheodory, Helly and. Radon 

numbers in non-real linear spaces, Proc, Kon, Ned, 

Akad, Wei, 84 (=Indag, Math 43)(1981) 207—18. 

7 ”我 们 定义 从 集合 了 到 集合 的 多 值 函 数 为 从 XX 到 了 的 

一 个 关系 .或 更 确切 地 说 ,是 从 关 到 了 的 宪 集 卫 《Y) KRR. 
从 半 到 y 的 多 值 函 数 的 性 质 ， 有 时 可 用 赋予 适当 结构 的 P(Y) 
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(或 它 的 部 分 ) 来 描述 。 这 里 的 结构 与 已 给 7 时 结构 外 容 , 这 
进 结构 的 一 个 例 s nias ace F E533F (RL 
8$4.6) . HS AEREE RATAR E 
R, E, Smithson, Multifunctions, Nieuw Archief voor 
Wiskunde (3) , XX 1974) 31—52, 
B, L, McAllister, Hyperspaces and Multifunctions, the 
first half century (1900—1950), Nieuw Archief voor 
T Wiskunde(3), XXVI (1978) 3209—29. 

一 个 与 Blaschke 收 敛 定 理 密切 相关 的 定理 如 下 ， 

设 兴 为 完备 度量 空间 ， 已 ( 怀 ) 为 对 的 所 有 非 空 有 界 闭 子 集 
组 成 的 集 族 , WIAA Hausdorff Eg iP O 是 一 个 完备 庶 量 空 
lB]. 

设 了 为 线性 空间 ， 多 值 函数 {六 一 了 称 为 是 凸 洛 ， 如 果 对 
每 个 YE 扼 ，f (x) 是 了 的 凸 子 集 。 关 于 凸 多 值 函 数 航 理论 可 在 
下 面 文献 中 找到 ， 

C, Castaing and M, Valadier, Convex Analysis and 
Measureable Multifunctions (Lecture Notes in Mathe- 


matics no, 580), Berlin, Spribgery 1977, 
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第 五 章 ”线性 空间 上 的 凸 函数 


本 章 ， 用 人 表示 RR 上 的 线性 空间 ，E 表 示 R 上 具有 Haus— 
dorff 拓扑 的 线性 拓 提 空间， 六 与 忆 中 均 不 止 含 一 个 点 ， 
上 象 
5.1 定义 


设 半 为 一 集合 ，f ， 半 > 尺 的 上 图 象 epi(j) 是 集合 
{(x, CX xR | f(x)<)) , 
见 图 10。 


| 


m= 
- 
° 
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下 面 ， 我 们 常常 根据 epi(f ) 的 特性 来 描述 / 的 性 质 。 

EXARH, RIX x R 以 积 拓扑 。epi(f) 的 闭 性 
项 来 与 了 的 下 半 连 续 性 是 相当 的 《〈 见 定理 5.3)。 

用 熟知 的 方式 使 广 xR 成 为 一 个 线性 空间 ， 记 成 VO@R , 
ePi ) 的 凸 性 原来 与 的 凸 性 是 相当 的 〈 见 定理 5.10)， 

赋予 积 拓扑 的 已 GOR 是 一 个 线性 拓扑 空间 。 特 别 地 ， 若 瓦 
AREIRES 〈 具 有 范 数 x ->|xl， 则 已 OOR 上 的 拓扑 是 

(等 价 ) 范 数 E, lxt ALR Ce, A)—>max llall, [A1 

之 一 的 范 数 拓扑 。 


下 半 连 续 人 性 
没 六 为 拓扑 空间 , 


5.2 定义 


tf: XR, EX, FRIE 下 半 连 续 ， 如 果 对 每 个 
玉 ER、 天 <f(o)， 存 在 6 的 一 个 邻 域 以 ， 使 得 FUD) > 天 
f 称 为 是 下 半 连 续 的 ， 苦 了 在 不 的 每 一 点 均 下 半 连 续 。 


+. 


(a) 连续 函数 是 下 半 连 续 的 。 

(b) #ac X EXN, f0) = + oo MR f Ga 下 半 连 续 ， 则 
lim fx) = +oo 
z— 


(c) 车 f(o)= -co, W f a E F Y3 iS, 
5.3 定理 
tf: XR, TERHES 


8t 


《a) f 是 下 半 连 续 的 。 
(b) HEA AER, {LEXI OSA ERR. 
. (c) WS XCR, (x€ XI f<), 

(d) ”epi(f) 是 MA EAX x R 的 子 集 )。 

证 明 (a) >(b) 是 定义 5,2 的 直接 结果 (b) < 过 (c) 是 
平凡 的 。(a)< 志 之 (d) 定义 Fi XxR-R2 FON =f) = 
A。 读 者 易 证 下 是 下 半 连 续 当 且 仅 当 f 是 下 半 连 续 。 由 (0), 
玉 的 下 半 连 续 性 也 可 用 对 每 个 hER， 集 

((x,À) | F(x, <u} 
是 闭 集 来 描述 。 这 便 证 明了 所 述 结果 ， 因 为 
((x,À) | Fx, Acu} = ((x,À)| Cx, Nth) €epi(f)) 
=epi(f) — (0,u), 


5.4 

下 面 简单 注 质 的 证 明 留 给 读者 。 

Ka) “主意 的 下 半 连 续 函 数 集 族 的 点 态 上 确 界 是 下 半 E 28: 
的 。 

(b) 闪避 为 紧 集 县 六 ，X-=R U {+ oo} 是 下 于 连 歼 的 ， 
则 了 必 育 设 小 值 《 它 可 以 是 + co) ， 

O 闭 f ，9 是 两 个 下 半 连 续 困 数 允 -=R U{+ 0), A> 
O, RASM F +g WETERE. 


5.5 


BB, 于- 及 之 上 图 象 的 闭 包 epiC7) um —4 FE, 
区 i. P G.A) Cepi(f), u>), aga U x WE G, 在 


X x R 中 的 -一 个 令 域 .存在 开 区 间 工 CR， 使 ET，MET. 因 为 
(x, 入 ) Cepi(f), FES (y,o)Cepi(f), 使 (y,0) EU x1, 
RLY FOKS < u, É (y, u) Eeppi HANAU x W). At 
CD Eepi( 门 我 们 得 出 epi( 有 和 直线 (x) x R 的 交 是 中 ， 
La, 二 co0>, ik R, 分 别 令 g(x)= +co，g(X) = 入 ， 和 9(x ) = 
Db po n ss 


cn 
cp 


3: XR) f: XR 的 弱 函 数 ， 如 果 对 所 有 的 x € 
X, a(x)< — 这 等 价 于 epi(g)Əepi(f), BER 5,3, f 
WEA F ag 2pun dik LAREN GEE epi) )。 可 
NL f ze iaia 号 函数 。 注意， en i 
ai ` 62858 PB 3k BJ Pa £S ERAR CEA - co 

之 一 ) 。 


Fak 
我 们 也 可 利用 下 极限 概念 引入 下 半 连 续 许 ， 定 义 成 
lim inf f(x): =sup(inf f(x) | x€UN(a)) (31) 


BU BT aW qbka, EX I- RERÈZ, WME 
lim inf f(x) = lim inf {f(x) |0<lx-al| <s), 
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5.8 定理 


itf: X>R, a €X. WJ 
(a) f 是 下 半 连 续 的 < 和 > f = f 
(b) / Æo FFER m inf Ffa), 


(c) F(a)= min {f(a), lim iaf FDh 
(d) f # a FEER F (a) = f(a), 


证 明 。(a) 由 定理 5.3， 我 们 有 ， 
J ETERRA epil) = epi( 太 
<=epi(f) =epi( f ) = f = f 
(b) 是 定义 5.2 的 直接 结果 ， 
(o) 鉴于 (b) 与 了 的 下 半 连 续 性 ， 我 们 有 
Ff (ay<lim int T )<lim int feo), 


ZH f (a)< f a), Ale f (a)<u, 这 里 


u: =min(f(a), lim inf f(x)}. 
若 设 了 (a)<h， 这 蕴涵 存在 和 ER, WE u>), f(a)€ 


J: =C- 2, 和 》 及 存在 a 的 邻 域 U 使 得 inf {f(x) | xEU\{a)} 
> 和， 故 对 任意 x EU, f>, BIU x I% (a, f (a)) (在 
X xR 中 ) 的 一 个 邻 域 ， 且 不 与 epi(f) 相 交 , 这 与 (4a, (4)) 
€epi( f) =epi(f) 矛盾 ， 从 而 了 (0) =b。 


(d) 是 (b) 和 (c) GEZER. 


注 。 有 一 种 答 代 的 下 极限 定义 〔 见 31) WF: 
lim inf f(x) : =sup { iaf f(x) |x€U ) , 


84 


用 这 种 定义 ， 有 了 (a) =lim inf fœ). 


5.9 定义 


RA f: V—R 称 为 凸 的 ， 如 对 所 有 的 x ，y E 信 ， 和 ， 
u, VER, f(x)<u, fy) 过 v，0<< 入 <1， 成 立 
J(AMX+(1- 入 )y)<Au+(T- 入 )v， (32) 
见 $1.20 的 定义 1.19 和 第 一 章 练习 9 。 
从 定义 得 到 
f 是 凸 的 二 对 中 每 条 直线 wm，f 在 
m 上 的 限制 是 凸 的 。 

没 m 是 过 x 和 yy 的 直线 (因此 m={(1 -x+ty | teR)), 
JSS | ms 3k f 在 m 上 的 限制 。 定 义 f. IR >R X falt) = 
J (1-1)x+ty)， 则 

f | miku 0 <> fa Betul, 


5.10 定理 


Bf, V—R, Fatal, 

a) 了 是 凸 的 。 

(b) epi(f) 是 凸 的 。 

(e) í((zx, DEVER | f(x) <À) tus, 


证 明 。(a) <= (c), 设 
A: =((x,X) €V@R | f(x) <À), 
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由 
和 xp) AAAY, y= Axt- Ay, M+ A-A), 
有 
4 是 凸 的 所 >J(AxX+ (1-A)y)<AE+(T 一 入 )v 
对 任意 的 f G) <u, FOY, KAI. 
应 用 定义 5.9，(a) 与 (c) 等 价 得 证 。 

(b)<=> (c); 假设 epi(f) 是 凸 的 。(x， pb EA4，(y, y) 
EA, 0<À<1, KAFO <u, FOY, 我 们 可 选 u, v € 
R, 使 fG)<u <u, OK<. 于 是 ， (xyho) Eepi (f), 
O, Yo) Eepi(f)， 因 此 

Qx+ 1 - À) y, Mot (Q -Nvo) Eepi(f) 
故 

Fax+ A-M KA+ (1 -和 X)vo<Au+(-Nv , 
故人 AMx+ -ANX)y，X+ (1-AX)vE4。44 是 目的 。 

反之 ， 设 4 是 凸 的 。 若 (xz 和 nu，FO) 和 vv，0<A< 1， 
则 对 任意 e>0, 

jx)<R+e， fye 
因此 
ÍOQx + Q -AN)y)<Au+s)+(-XCv+s) 
= 和 R+(L —- À) Vv +e, 
J f Qx+ (1 一 和 YM+ (1 一 和 Dv，epi(f) ER. 


5.11 定义 


(a) MARAS: VV 一 R 的 有 效 域 是 集 {xEV| f(x) 之 
+oo), H dom f) ŽK. 
(b) 大 上 的 正常 凸 函数 是 不 恒 等 于 + co 的 凸 函数 V —R UJ 
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(+o0}。 
@ VV 上 的 非 正常 名 函数 是 了 上 的 一 个 上 施 数 ， 旦 不 是 
正常 的 。 
读者 易 证 是 函数 的 有 效 域 是 是 的 。 让 上 的 正常 屿 函数 站 可 
以 看 作 是 由 某 个 有 效 域 为 dom) 的 有 限 凸 勇 数 扩充 到 整个 厂 
上 而 得 Caom(f) 以 处 ， 指 定 取 值 + co M $1.22. 


5.12 


如 函数 R-> R 的 情形 一 样 〈 见 8$ 1.23) , E FAJ3EIE38 DTZ 
类 亦 不 难 槛 述 。 

EE, f: ER AFER GAX, W 

(a) 对 所 有 x Eritdom{f)), f(x)= - eo, 

(b) 若是 下 灶 连 续 的 ， 则 dom(f) 是 闭 的 , H. f | dom 
(f) = - eo, 


证 明 。(a) fto, MARAR 3 f ee + co, 
则 存在 a €dom(/f), t f(a) =- oo, 设 y Eri(dom(f)), y 
=a, Smita 和 yy 的 直线 。f | 是 非 正常 外 函数 ， 且 6E 
int(dom(f | m))。 应 用 §1.23 得 到 所 述 结果 、 

(b) 设 f > +oo, HB f(a)= - co。 假定 存 在 5E 瓦 ， 使 
f OER, $ m 为 过 4 和 bb 的 直线 ,我们 有 C4,8> Cint(dom 
Cf 1 0)， 因 此 ， 由 $1.28， 对 所 有 的 x € <a, by, fœ = 
- 吕 。 但 鉴于 了 在 6 的 下 半 连 续 性 ， 有 4b 的 令 域 U ,使 1 (U) 
> - e°, 矛盾 .从 而 f | dom(f) = - ce。 

因为 4&om(f)= (x € E| f(x)<0), š: dom( 了 ) 的 闭 性 由 定 
理 5.3 即 得 。 


. 
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5.13 定义 


RAS: V—R 称 为 是 严格 凸 的 ， 如 果 对 任意 的 x y € 
人 及 所 有 的 入 E 《0，1》 


f Nx + (1— Ny) NOX) + (1 - MA) fO. 
5.14 


下 述 简单 性 质 的 证 明 留 给 读者 。 

(a) ”如 果 f 和 g 是 上 的 正常 名 函数 ,和 >0, p>0， 则 
Af + ug 是 凸 的 。 

O “ 玉 上 有 限 多 个 正常 凸 函 数 的 和 是 凸 函数 。 

O VERRE GRA) 收敛 的 极限 是 凸 函 数 。 

(d) 设 f 是 V 上 的 正常 是 函数 ， 则 


f END) < fen 


其 中 EV, 20, Q< i < n), ba 1, 
(e)” 任 一 V 上 由 函数 集 族 的 点 态 上 确 界 是 凸 的 。 


5.15 Bl: ERAK 
设 4CV，A4 的 指标 函数 54 : V> R 2 329 
如 果 xE4 


+e ”如 果 x EV\A。 
我 们 把 下 述 定理 的 证 明 留 给 读者 . 


uw = | 


EE. RACE. W: 
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“< 


(a) AELK EnA. 
(b) AJEAK STEER. 


5.16 OË , 
AC V x R Rr, 定义 函数 : V—R 2 
fæ) =inf (K | z, EA} -. (83) 
(这 里 ，inf $= + co)。 读 者 易 证 /是 凸 的 且 了 是 上 上 其 上 
图 象 包含 4 的 最 大 凸 函 数 。 
现 设 4 = eo (epi(g))，g 是 任意 函数 注 -> 到 。 这 时 ， 由 
(83) 定义 的 函数 称 为 g 的 凸 包 colg). BI 
co(g) (x) =inf{ 和 | (x,N) Eco (epi(g))} 
( 见 图 11 )。co(9) 是 g 的 最 大 弱 凸 函数 。 如 果 9 是 函数 V — 
RU{t+coj，co(9) 也 可 定义 成 : 


和 
co(g) (x) = inf 位 moan} (x EV) 
i=l 


这 里 下 确 界 是 关于 x fA V RARA Rin ey” Xix: 的 所 有 表 
示 式 来 取 的 《证 明 留 给 读者 )， 


NN 
cath? 
图 11 
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Zf: ESR ERK. epi REAA epi(f) 的 rs 
性 。 因 为 epi( 了 ) =epi(f), 从 而 了 是 凸 的 。 
可 以 得 出 ， 若 9 是 任意 函数 上 一 R， 则 co(g) 是 9 的 最 大 
下 半 连 续 弱 凸 函数 。 
5.17 下 确 界 卷 积 
设 f ，g 是 玉 到 区 的 凸 函 数 。 集 合 epi (f) +epi (g) 是 四 
的 。 定义 f 和 9 的 下 确 界 卷 积 IOI 为 
GO9) (x) =inf (À | (x,À) Eepi(f) +epi(g)} (x€ V). 
f 口 g 是 凸 函数 广 >R， 若 上 ，9g 是 7 到 RU{+ o) 的 函数 ， 定 
义 f 口 g 为 
OIX) = inf(f(x,) + 9(%2) |x f x, = x), 
n | i 
GOD) (x) =inf {f(y) +g- y) | y€ V). 
这 与 积分 卷 积 公式 类 似 。 本 段 肘 用 术语 正 是 由 此 引 生 。 
5.18 例 
. (a) ËB, Vx V—R 为 双 线 性 函数 ， 即 对 所 有 x ，y ， 
2 EV 及 所 有 的 a, BER， 有 I 
Blax+By, z =aB x,z) +BB(y,z2) 
Gis ay +Bz) =aB (x,y) +BB(x,z) 
RU. WRH AEV, B(xz,x)220, WAX x ->B (x,xy 
是 凸 的 。 BRE, HAAL, yEVERAAAER 
Bx+ A-Y, x+ (1-A) y) 3MB(x,x) 
+AA- (BG,y) +B(y,x)) + 0-A B(y, x), 
我 们 有 
IKB x- y,x— y) 
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=B(x,x) - B(x, y) — B(y,x) + B(y ,y) 
因此 
Bx, y) +B(y, x) SB(x, x) +B(y, x). 
从 而 对 所 有 的 和 XE《0，1》 
BOAx+(C-X)y， 
和 Xx+(-X)y)<AXB(Gxx) + Ga - O) Buy, 。 
若 对 所 有 的 YE V, x==0, B(x,x)2>20, WAZ x-— B (x, x) 
是 严格 凸 的 。 
满足 上 述 条 件 之 一 的 双 线 性 函数 例子 是 有 的 内 积 ME 
R"xR" 上 的 函数 《x,》) 一 (Ax | y)， 其 中 4 是 对 称 的 n x n 
矩阵 ， 是 半 正 定 或 正定 的 。 
b) ” 设 是 线性 赋 范 空间 。C 是 的 非 空 员 子 集 ，*%。€ 
上 .Xo 到 C 的 距离 定义 为 
d(xo, C) : =inf ||x, — y|| 
gEC 
我 们 有 
d(xo, C) = inf {|xo— yl + dc(y)} 
= (fdo) (xo) 
其 中 fO = xl (RL S 5.15 和 85.17)。 由 此 推 得 函数 x->d 
G, O 是 凸 的 ， 建 议 读者 对 此 命题 构造 一 个 更 为 直接 的 证 
BB. 
O # (b) 中 ,我 们 用 到 函数 x 一 | x | 的 凸 性 ， 一 般 说 
来 ， 若 CC 矿 是 凸 代数 体 ，0E Ci， 则 C 的 度 规 (WL S 2.19) 
EV LADRA. 
O Bf: VREHE. MJ 
Edta) (x) = f(x — a) ENV 
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© ， 玉 上 最 简单 的 凸 函 数 是 线性 函数 和 仿 射 函数 . V E 
的 仿 射 函数 形 如 
x> f(x) +a (34) 
这 里 f: VR 是 线性 的 ，aE€ R，E 上 的 连续 仿 射 函数 具有 
GO 式 的 形式 ， 其 中 的 了 是 上 上 的 连续 线性 函数 . 


5.19 方向 导数 
if, V—R, x, x€V. FEA xo 沿 方向 x 的 方向 导 
数 定义 为 极限 . 


f'(xo x): = Hm 


如 果 它 存在 《+ ceo， ce 允许 作为 极限 ) 。 


f Ga tex) — f (X) 
(A 


定理 。 设 f 是 六 上 的 正常 凸 函数 ，xo€ dom(f)。 则 

(a) 对 任何 xE V, Fo DEE. 

(b) ”VV 上 的 函数 x — f' (xa 2%) 是 正 齐 次 的 和 凸 的 。 

证 明 、(a) 设 x€ V. 定义 gt RR ge) =Í (xot 
2x) (EER), 9 是 正常 凸 函数 ， 因 此 9f(0) 存 在 ( 见 8 1.24). 
由 9g; (0) = f'(xo， x)， 命 题 得 证 。 

O ”由 方向 导数 的 定义 直接 得 知 ， 对 所 有 的 xE V, A> 
0, E f'@a Ma) = 入 f'(xo， x)， 由 此 函数 x 一 > f! (xu 2) 是 
正 齐 次 的 。 该 函数 的 凸 人 性 从 下 面 推 知 


Life reOy+ Q -A)2) - fo 


= [fwotey) + (1—N) G +82)) - f(x0)1 
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<D es +y) + G — À) f (xo + 82) — f (xo) J 


Qa eD 9) ,Ny f Ga t82) 一 Fa 
e 


e 


Hrihy, z€ V, e>0, X€ 0, 1). 


连 续 性 
5.20 


f: E>R 称 为 在 点 0 € 是 局 部 上 《下 ) 有 界 的 ， 如 果 
存在 4 的 一 个 邻 域 ， 在 此 邻 域 是 上 《下 》 有 界 的 。 


定理 . 设 f， 忆 一 RR 是 凸 的 , #a CE, 使 1(0)>>- co 且 
f 在 点 4 是 局 部 上 有 界 的 ， 风 

(a) ”ff 是 正常 凸 函数 ， 有 int(dom(f)) 二。 

(b) f 在 int(dom(f)) 的 每 点 是 局 部 上 有 界 的 。 

(c) f # int(dom(f)) EER. 


证 明 。 对 + 的 研究 等 价 于 对 函数 x 上 > f(x + ay 的 研究 ， 
因此 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 c = 0 。 设 U 是 0 的 邻 域 ， 在 此 
邹 域 上 上 有 界 ， 对 任何 x EU，, f (XY<M<+o。 

(a) 我 们 有 UC intudom(f)). RAA 0>- 0, 由 
Š 5.12 推 得 了 是 正常 凸 函数 。 


(b) i# x Cint(dom(/)), FEA > 1， 使 得 和 x6€ int 
(dom(f)). 


集合 


93 


W: =%+(1-4)U 
是 Xo ORR. Ry EV， 对 某 个 4E€U， 我 们 有 
y=x+(1-+)u, 
因此 
to =f (Faxo +(1-+)u) 


<$ Axo (1-4) 


<f axa +(i-+)M. 


从 而 f E x 局 部 上 有 界 。 
© 设 0<s<1. 集 和 :=e(Un(-U)) 是 0 的 令 
域 ， 对 所 有 的 x* € X, 我 人 有 x/eEU， 所 以 f(x/s) < M Ë 


fo =f(d-e 0+e ,二 zx) 


<a-sf@)+ef(+ =) 


<f(0) +e[M -f(0)1. 
我 们 还 有 - x/eEU， 故 


WO em 


+e 


1 £ 1 
Sre) +-s/(- +“) 
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r E 
<s fe) +r = M. 


MIE- FOLK M-E). BD/ 在 0 连续， 结合 此 结 
R5 (b), (c) 即 成 立 。 


5.21 

现 设 EE 为 线性 赋 范 空间 ， 这 时 ， 可 证 得 更 多 的 结果 ， 

设 4CE，f :ER 称 为 相对 于 4 是 李 普 西 效 的 ， 如 果 
了 在 4 上 为 实 值 函数 ， 且 存在 天 之 0， 使 对 任何 的 Y，yE 
4， 成 立 

1 fx) - f O) |<Kllx- yl. 

f: E—R#k2XEXFT AC EX 8829682209, WR f 
是 4 上 的 实 值 函 数 ， 且 对 每 个 a € 4， 存 在 o 的 邻 域 U, E f 
相对 于 U N 4 是 李 普 西 兹 的 。 


定理 。 设 为 线性 赋 范 空间 ，f ， 巨 -~ 玉 是 正常 凸 函 数 。 
# f 在 巨 的 某 点 是 局 部 上 有 界 的 ， 则 j 相对 于 int(dom(y) ) 是 
局 部 李 普 西 效 的 〈 见 81.7) 。 


证 明 , 设 4 € int(dom(/)), J$ 5.20 得 知 f 在 a 连续 。 
因此 存在 ro> 0 m, MER, 使 对 闭 球 Bla; r) = (x€ E 
| ix- allro} 中 的 所 有 点 x*， 有 mf(x)<M, iO < r< 
ro 及 x, y€Baa r). iallx- y|| =o, z= y+[(r = r) /0] 
* y- 5), RITH y =Xz+(1-X)x， iB A= o/(o+r.-r). 
HT |z-a| < ly-a||+re-r<r, z €B(a ro). 从 而 
IDAD + 0 - N G), HJ 


9 


f(y) - f G) SA (Í (z) - f (z)) 


<k(M -m) 
M-m 
<+ lx- yl. 
交换 x 和 >y， 得 
|f (x) - f O) <“ Te- yl 


对 所 有 ww，y EB(as r). E 


R 中 的 连续 性 及 下 半 连 续 性 


5.22 38 
设 4CR* 是 开 集 ，xo€ 4。 则 存在 一 个 %- 单纯 形 3S， 使 
8 Sc AB x €int(S). 


证 明 。 存 在 。 > 0 ， 使 闭 球 有 (xs e) AFAR, ike, 
Er, e, Cn 是 R* 的 标准 正 交 基 ， 令 


e 
P, = "3 
Y- 单 纯 形 了 ， =co(Deer, Dee = |... „Žec. P) 含 于 B( 0， 


+e) 中 。 原 点 0 可 以 表示 成 


Apa) + En (ee) tur 
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其 由 0 <u<1, (0<i<n) 且 号 mm=1， 由 此 0 Eint(7) ， 


xuE int(7 了 +x%o)。 由 于 了 +x%o 是 含 于 4 中 的 %- 单 纯 形 ， 引 理 
得 证 。 


5.25 定理 


设 / ，R*~R 为 凸 范 数 ， 则 了 在 ricdom(/)) 上 的 限制 是 
连续 的 。 


证 明 。 著 /为 非 正 常 凸 函 数 ， 则 了 在 ri(dom(f)) 上 的 限 
制 是 常 值 函数 - ce (HL Š 5.12)。 因 此 这 个 限制 是 连续 的 。 

若 /为 正常 凸 函数 ， 存 在 xoE ri(dom (1))。 如 果 dim (ri 
(dom(f))) =R, 由 引 理 5.22， 存 在 一 个 R- 单纯 形 S = co (au， 
aG, e, G), 4E Scri(dom(f)) 且 xoEri(S)。 设 xES， 


=X han 其 中 >0 OLILA), Ehl, 我 们 有 


k 
FOENT a) Cmax fa). 
-0 Oci<| 


因此 ，f 在 aff(dom(f)) 上 的 限制 在 x。 是 局 部 上 有 界 的 。 应 
用 $5.20 即 得 所 述 结 果 。 


iz. 
(a) “从 上 述 定理 推出 R" Luka mm kiki, 
(b) 上 述 定理 不 能 推出 是 函数 R"-> 及 在 ri(dom(f)) 中 每 点 过 续 (建议 读 
者 构造 一 个 反例 》。 
EE, hE% R">RR 确实 在 ri(dom(f)) 的 每 点 下 半 连 续 〈 这 个 简单 的 证 
HERR). 
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5,24 È 

设 上 是 Ra* 上 的 正常 凸 函数 ， 则 地 是 正常 凸 函 数 ， 

证 明 。 设 zeEritdom( 亡 )。 我 们 认 fO) ER。 由 85.22: 
的 注 Cb), f 在 xX。 下 半 连 续 ， 因 此 了 了 (Xo) = f (xa) 〈 见 定理 
5.8)。 用 8$5.12 断定 函数 子 〈 了 是 凸 的 和 下 半 连 续 的 )》 不 可 
能 是 非 正 常 的 。 ç 

5.25 

由 85.21 和 85.23， 得 到 下 面 结 果 ， 


定理 。 设 f 为 R* 上 的 正常 凸 函 数 ， 则 f 相对 于 ri(dom 
O) 是 局 部 李 普 西 效 的 。 


5.26 


设 五 为 线性 赋 范 空间 ，4 到 已. ST : = {jp | BEB} E 
函数 瓦 -> 及 的 集 族 。 了 称 为 相对 于 .4 是 局 部 等 度 李 普 西 效 的 ， 
如 果 每 个 fe€ 了 是 4 上 的 实 值 函 数 ， 对 每 个 oE 4， 存 在 4 的 
PRURK>0, WERKA, y EUf 4 和 所 有 的 BE B 
有 

| fe) — few) |< K |x- yl. 


定理 。 设 UCR 是 开 的 ，T : = (fs | BEB) AORAR" 
一 玉 的 集 族 。 若 对 每 个 xE U, PA {fs(x) | BE B) 是 有 界 
的 〈 换 言 之， 了 在 以上 点 态 有 界 ) ， 则 了 相对 于 U 是 局 部 等 度 
李 普 西北 的 。 
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证 明史 定理 5,23 的 证 明 〉。 设 4 € U, 定义 
M(x):=sup{fa(x) | BEB} (EU) 
m(x): =inf {fa(x) | BE B) (xEU) 。 

由 引 理 5.22， 存 在 n-Ë&5BJE S =co(aj aj, <+, a), 使 得 5S 
ZUH a Eint(S)。 有 

(WBEB) (yxES) fa(x)<M, 
这 里 M: =max{M (a) | 0 < í < n), 

设 ro>0， 使 得 B(o r) S, 假定 XE€B(a; r). 令 
lx-a|=o, y=a+(r/o)(a-x), A y€ B(a, r) ka= 
Axt (1 一 和 )y， 这 里 入 =ro/ (ro。 +0)。 从 而 对 所 有 的 BEB 

Faca) SM; G) + (1 - M) f a (y) KAS) + (1 - DM. 


因此 
fao > 于 ja(o) + 元 1M >m 


其 中 ms = min(M ，zm(o))。 我 们 得 

(PREB) (yxXE Bl(ay r)) m<f G) <M, 
iZ 0 < r<r, BBS 5.21 中 的 证 明 ， 得 出 
-T x-y] 


对 任何 Y，yEB(o r), B€ B. MEARE 


| fa(x) — fa) £ 


注 。 U 的 开 性 假定 可 以 碱 弱 。 此 证 留 给 读者 。 
5.27 


请 读者 注意 ， 线 性 函数 的 某 些 性 质 与 凸 函数 类 似 。 例 如 ， 
定理 5.23 对 R" 上 每 个 实 线性 函数 亦 真 。8 5.26 可 对 应 成 定 
理 ，Bamach 空间 上 的 实 线性 连续 函数 集 族 若 点 态 有 界 ， 则 必 
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是 一 致 有 界 〈 即 存在 玉 >> 0 ， 对 集 族 中 每 个 函数 1， 有 III 
Kya 


"| 微 r É 


5.28 定义 


设 芋 为 线 姓 赋 范 空间 ，E' 是 E 的 对 偶 ( 见 $?.13)。 设 /; 
E>R, x€ E, f # x, 有 限 。 

(a) f 称 为 在 x, 是 Frechet- 可 微 (或 简称 可 微 )， 如 果 存 
在 x'E 互 (， 使 得 


š f(x) — f (xa) — << — x, | xY 
lim 一 -二 /一 T T 2 | 一- a 
=N lx — x, || Ë: 457 


f(x) = f (xo) + (x Xo | x +o(|lx— x, |) (x—x,) 
xH (35) 式 唯一 确定 。 它 被 称 为 在 x, 的 Frechet 导数 (或 
简称 为 导 数 ) ， 记 成 F XNR dfo). 

(b) 了 称 为 在 x, 是 Gateaux 一 可 微 ， 如 果 存 在 x’E EE'， 
使 得 对 所 有 的 x € E 

tim f (x, r2: f (xo) 


=<% | x (36) 


xH (36) 式 唯 一 确定 。 称 x 为 了 在 x。 的 Gateaux- 微 分 ,用 
V f Go) 表示 。 ; 

Frechet 一 可 微 性 蕴涵 Gateaux 一 可 微 性 ， 但 其 逆 不 真 。 然 
对 R* 上 的 正常 凸 函 数 ， 却 是 真 的 。 

如 果 Gateaux 一 微分 Yf(xo) 存在 ， 则 对 每 个 xE 巨 有 
f'(xo; x) 存在 ， 此 处 
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f’ xo x) = <x |V f (xə>. 
但 了 在 xu NA SAFRE ERA f Ex, 的 Gateaux 一 
可 微 性 《因为 后 一 性 质 意味 着 fr (xo x) B:8 S 4 x € E #g 
在 外 ,而 且 关 于 x* 是 线性 和 连续 的 ) 。 


5.28 定理 


W f : R">R 具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 人 篇 导数 《换言之 ，f 
是 二 次 连续 可 微 的 ) 。f 在 x 处 的 Hesse 矩阵 已 (x) 记 为 


[s£ f co] 
| B27 O Briat, 2) | 
Hœ: i : | 
| af af | 
Bard (x) B27 (xy j 


其 中 ER" Ji 
f 是 西 的 所 > 对 XE RY, H (0) FEB, 


明 。 由 $5.9 知 f 是 西 的 亏 之 对 所 有 x，y ER", 从 R 
#J R 的 函数 g: t-> f(x+ty) 是 凸 的 。 由 定理 1.11，9 是 凸 
的 当 且 仅 当 对 所 有 的 上 ER，9g" (1) 之 0。 现 有 


gt) = Das yY 


g" (Q) = > of 


=, axo (x EY) VY = (H (x +y) Y |V) e 


内 此 
f 是 加 的 专 之 对 所 有 的 x，y ER, t€ R 
(H(x+ty)y] y)2 0 
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所 述 结果 得 证 
次 可 微 性 
设 E 是 线性 赋 范 空间 ，E X Et xr. 


5.30 


凸 函数 并 非 是 必定 可 微 的 。 下 面 引入 次 可 微 性 。 将 ' 会 
到 ， 在 凸 分 析 中 凸 函 数 的 次 梯度 往往 是 有 用 的 ， 如 果 寻 常 的 导 
数 并 不 存在 。 


EX. fı E>R, x€ E, f # x 有 限 。 

(a) iZ x¿€ E', LIE f E x, 的 次 梯度 ， 如 果 对 任 
何 的 x € E, 

f (x) Sf (x0) + Lx—xo | x4> , 

O) f # xo 的 所 有 次 梯度 的 集合 叫做 了 在 Xo 的 次 微分 ， 
记 为 9f (xo)。6f (xo) 是 巨 ' 的 凸 子 集 。 f AE x 是 次 可 微 
的 ， 如 果 3f (xo) 二 。 若 了 在 x 不 是 有 限 ， 定 义 9f (x) = 由 . 

O Ff 的 次 微分 是 从 E 到 EE' 的 多 值 函 数 9f，xi> 8f (x)。 

(d) af 的 有 效 域 Jom (3f) 是 集 (x € E| af (x) *<%). 


5.31 例 


(8) itf: <a, DR 是 凸 的 。 由 定理 1.6，y 在 每 点 c 
€<, bD ERTAK, BA 
af (c) = [六 (ec) fiol. 
(b) EX f: R—R X 
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-vi-a [x| <1 
jc = Í 
+ co |x |>1 


fj 是 《-1，1》 上 次 可 微 〈 甚 至 可 微 ) HERDRA. - 1, 
1 Edom(f), 但 f 在 -1, 或 +1 不 是 次 可 微 的 。 
O ië =R', f 是 Re 上 的 欧 氏 范 数 ， f(x) = |x]. f 
在 原点 0 不 可 微 ， 但 却 是 次 可 微 。8f (0) 由 所 有 这 样 的 点 x € 
R" 组 成 
PYER y> |x”, 
显 见 ，87 (0) 是 闭 单 位 球 {xER"| |x|<1). 


5.32 
下 面 给 出 次 可 微 性 的 几何 撕 述 首先 忆 及 每 个 FE (E@ 
R) “可 被 表 成 


F(x, À) =<% | x+ ao 和 (G, À) € EGR) 
对 某 个 xeE 已 /和 某 个 weER。 记 此 为 已 = (x,, a). 
Am, ÆEOR 中 的 闭 超 平面 瓦 是 由 形 如 
Cx |x +AA = Bo (37) 
的 方程 描述 的 集 ， 这 里 (Xo, a), 0 HEBER HRX 
是 垂直 的 ， 如 果 ae = 0 〈 因 此 ，x5 立 0 )。 若 五 非 垂直 〈 这 意 . 
味 着 ao 二 0)， 则 (37) 式 可 写成 


1. B 
Rd Tay +a: 
日 此 得 知 妃 是 从 五 到 有 的 连续 仿 射 水 数 


“> ( a| -Exi ) +Ë 


KAR. 
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5.33 引 理 


设 f 为 E 上 的 正常 是 函数 ，xo€ dom(/),. 假定 F: = G, 
a) € (EOR)', H: = 到 -1!(Bo) 为 epi(f) 在 (xo，f (xo)) 的 
支撑 超 平面 。 则 

(a) ”如 果 F(epi(f)) >Bo， 那 么 Qo 之 0。 

(b) ”如 果 xo€int(dom(f))， 那 么 Qo 二 0 (换言之 , HE 
非 垂 直 的 ) 。 


证 明 。(a) HHF (epi(f)) B. HAAHI (x,A) Cepi(f), 
有 
<x | xo) +a) >B, 。 
+ > +o, 得 出 a>. 
(b) 设 xoEint (dom(f)), 若 有 Qo= 0, F(epi(f)) > 
Bo, T 
< | x5) SRo = < | Xo> 。 
于 是 ， 对 所 有 的 x Edom(f) 有 
《x%— Xo | x>2 0, (38) 
AX x. Cint(dom(/)), HEADY € E, ## s> 0, 使 Xo+ 
eyEdom(f), x—eyCdom(f), Æ (38) 式 中 ， 分 别 令 x = 
xXo+8y K x =xo-sy， 可 得 (| LDM <y|xo=<0, 
因此 〈y | xo = 0 。 既 然 对 所 有 的 yE 五 ， 有 《y | xo>=0， 
则 必 x。=0， 了 矛盾 。 


5.34 定理 


设 f 为 E 上 的 正常 名 函数 ，xo€dom(f)。 则 f 在 x 是 次 
可 微 的 当 且 仅 当 epi(f) 在 《x。，f (Xo)) 处 存在 非 垂 直 的 闭 >< 
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撑 超 平面 。 


证 明 。 必 要 性 ， 设 x*。€6f (xo)。 令 F: = (w, -1), Bo: 
= 《Xo | X> = f(x), H: =F). Hë E@R hig É B) 
超 平面 。 我 们 有 F(xo，f (xo)) =B。， 从 而 (%o，f (x0)) € H, 
设 (x, 和) Eepi(f)。 RATE IOSA É 了 (x) 之 f (Xx0) + 《x 一 
Xo | Xo), W 


F(x, M) = <x | xy — K 
<<< | xo- f (z) 
< x | x) — f (x0) =B 
即 瓦 为 epi(f) # Co, f(xo)) 的 支撑 超 平 面 。 
充分 性 ， 设 及 = -1(Bo) 是 epi(f) 在 《xo，f (xo)) 的 非 
垂直 闭 支 撑 超 平面 。 对 某 个 YoE 巨 / 及 某 个 a ER, 我 们 有 下 
= (Xo，00)。 不 失 一 般 性 ， 假 定 
F (epi(1)) >B, (89) 
其 中 Bo= 玉 (Xx。，f (Xo))， 结 合 (39) 式 及 引 理 5.33 得 到 wo 之 
0。 因 ao 二 0， 必 ao>> 0。 由 (39) 式 ， 对 每 个 x Edom (f) 
<< | X0>+ of (x) >B, = Cxo | X> + Aof (xo) 
因此 
FOS) + (x- | -ai ). (40) 


BF x €dom(f) 时 ，(40) 式 平凡 地 成 立 ， 因此 -xs/aoE 
af (xo) ,Of (xo) F. 


5.35 定理 
设 了 为 上 上 的 正常 同济 数 。 
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(a) f ERA x€ dom(f) E, MJ f # int(dom(f)) 
中 每 点 是 次 可 微 的 。 
(b) ”如 =R"， 则 在 ri(dom(f)) 的 每 点 是 次 可 微 的 。 


证 明 。(a) Bf 在 x。 连续 ， 故 存在 Xo 的 邻 域 U , EU 上 
f 上 有 界 ， 存 在 k>>0, & fGCU)< k. MMU x dR, +0) C 
epi(f) ， 因 此 epi(1) 是 EOR hih. H 83.10, epi) 
# Xo, F) 存在 一 个 非 平 凡 的 闭 支 撑 超 平面 屿 ， 因 x E 
int(dom (万 ) ， 从 引 理 5.33 知 妃 是 非 垂 直 的 。 再 用 定理 5.34， 
得 出 3f (xo) ==, 

由 $5.20，f #Eint(dom(f)) HES, REHAR, H 
任意 x Cint(dom(f)), VE 9f (x) 80. 

(b) ” 设 XxoErildom(f))。 我们 把 证 明 (Xo，f (Xx0)) Erb 
《epi(f)) 留 给 读者 ， 由 8 5.12, epi(f) 在 (xo，f (x0)) 存 在 非 
平凡 的 支撑 超 平面 如 。 设 及 是 垂直 的 。 有 = "1(Bo), 其 中 下 
= (X。，0)。 遵 逢 引 理 5,33 的 证 明 ， 对 所 有 的 YEdom(f),， 有 

«y | xo =o 
Wk, epi(fyCH, XSH eid) 的 非 平 凡 支 撑 超 平面 事 
实 矛盾 。 故 瓦 必 是 非 垂 直 的 ， 因 而 9f (Xx0) F. 


Hit. DAR f, RR 是 次 可 微 的 。 
5.36 定理 


设 / ， 已 -~ 了 为 凸 函 数 ，xoE E, H f 在 x。 有 限 ， 则 x € 
3f(xo) 当 且 仅 当 对 所 有 的 x € E 
fx x)2< | x¿> , 
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证 明 。 有 

x, Gf (xo) 

<= (yx € E) f G) >f (X) + x — x, | XY s: 
<= (yx € E) (ye>0) f (x; +8x) Sf (x.) + 8 <x | X0> 


<> Px EE) (e> (f +e) = YG) F> a1> 


因为 
{fo ter) — F Ga) ) y Ga x) G 40) 


〈 见 $1.5) ， 所 述 结 果 得 证 。 


5.37 定理 


设 f， 忆 >R 为 是 函数 ，f 在 Xx,E€E 有 限 ， 若 f 在 x 为 G 
一 可 微 ， 则 
af(xo) = (V f(x) 。 
Hh y f(x) ZE f fE x, 的 G 一 微分 。 


证 明 。 从 $ 5.28 推 出 ， 对 所 有 的 YE 五 ， 
f’'(xo x) = < |V f (x2> , 
应 用 定理 5.36 得 V f (x0) Ef (xo)。 反 之 ， 如 果 xi Edf), 
则 由 定理 5.36， 有 
< |V f (x) 222 | x0> 
Kie, HNA EE, 
x |Vf (x0) -aO , 
于 是 Vf(Xo) -xz = 0， 故 xi=Vf(xo) 。 


注 。 如 上 在 xo 连续 ， 且 在 xo 有 唯一 的 次 梯度 ， 可 证 了 在 xo 是 G 一 可 给， 
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5.58 定理 


设 f, h 为 刁 上 的 正常 凸 函数 ， 则 
(a) ”对 所 有 的 YE 五 ， 
ai tfd (xa) Ef (x) +0f,(x) 。 
(b) 如 存在 dom(f1) [| dom(f,) 中 一 个 点 ,使 f, 在 此 点 
连续 ， 则 对 所 有 的 x € E, 
ai tfd G) =0f1(x) +0f,(x) 。 


证 明 。(a) 若 Xx1E€6f1(x)，x; E63f,(x)， 则 对 所 有 的 y 
EE 有 
FON a + Cy- x | x1> 
f,G)21f,G) + Cy -x | x;> 
因此 

fit fa) WPFf1+f2) x) + Ly-x| Xi +x5> , 
从 而 x1 +x2 Ea tfa (x)，(a) 得 证 。 

(b) 设 xo€Edom(f,+f) (=dom (fi) |dom(/,)), xy 
EI+ f) (Xo) RELEE, x€ dom(f, +f) 的 情形 
留 给 读 考 证明) 。 定 义 go, fü g, 为 

gi (G): = fi (X +xç — fi (Xa) — <x | xo (XEE) a 

AE A (x EE) š 
g 和 9; 是 上 上 的 正常 凸 函 数 ， 且 dom(g,) = dom(f1) - x, 
dom(g,) = dom(f,) — Xo, 9, (0) = 9, (0) = 0,0€90(g1+9,) (0). 
而 且 ，91 在 dbom(g1) N dom(9:) 中 某 点 连续 。 令 

Ci ={(X，N) € E@R | g, G) <À) 
C,: =( (x, $ € E@R | À< ~ g, (x) ) 
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gx 
` ` 


C, 和 C, 是 非 空 凸 集 CR C, =epi(g)) C(BLE12) . 

鉴于 g, 在 dom(g,) 中 某 点 的 连续 性 ， 可 有 int(C,)>c $ 
( 见 定理 5.35 的 证 明 ) ， 且 int(C1) IC, = 中 。 事 实 上 ， 若 此 
结果 不 真 ， 则 存在 C, M C€Cint(CO NC K e> 1, (Ë (x) x 
从-s， 和 +eCCi， 因 此 9gi(x)<AX-s<A 和 -9g:(x)， 这 将 导 
H F 8, K0 CƏ(g, +g) (0), A #& xf Br f B x € E pk yr 
9,@)2- 9, (a). 

由 定理 3.8, FEEOR 中 的 闭 超 平面 及 真 分 离 C1 和 C,，。 
WH =F), F(C)<B, F(C)2>B, F=, a), iH 
G, a)¥(0, 0. A0, 0 € H, RITE B= 0. 假设 4 为 
0 《因此 x' 夺 0) ， 则 有 

<x | x”>< 0 VXEdom(g,) (42) 

<x | x> 0 px € dom (g,) (43) 
设 yEdom(g1) (|dom(g,), JEVE, WM|y Cint(dom(g)). 
(42) RAW ¿Oy | x< 0 ， 这 与 (43) REF. Kao. 
对 每 个 > 0 0, NEC, RIA a< 0, @&x = - x 


109 


， 就 有 


x |Y K9 G) Bg < €dom(g,) 


{ e yvig 对 所 和 
利用 (41) Z, 对 所 有 的 x 
ACELA IENS o+ Yo? 


px €dom(g,) 


{frat y 
因此 ，x。 +y €af (xO), SA 。 我 们 得 出 
x = (x, + 4) + NAN +Əf,G), 
(b) 证 毕 。 


IE. Oat fD =0f1(x)+0f2(x) 一 般 不 真 ， 


-55,39 
在 有 限 维 情形 ， 可 以 证 得 一 个 较 强 的 结果 , 


m, Afo f 为 R* 上 的 正常 是 函数 ,满足 rTi(dom (f1)) 
Nri(Gom(f,)) 寺中 ， 则 对 任意 的 x ER", RI 
af: e= 让 (x) + Of,(x) 。 


-ER KE ERS. 38 06) MED. H Jis 9, C.. Ca W 
定义 ， 就 有 ri(C1) 站 ri(C,) =$, WH 84.11, FE R 中 超 平 
mH =F-1(8) ASAC C, RF =, 0), #a=9 
则 集合 和 

YE 及" CX i xy = 9) 

AR 店 真 分 离 .dom(91): 和 dom(9:) 的 超 平面 ， 这 将 引起 矛 
E. KA ridom(f))Nridem(f:)) 0 蔓 通 Idomt9 N 
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ri(dom(g,)) <ó (H § 4.11). WU aF 0 。 
定理 后 部 分 证 明 类 于 定理 5,38(b) 。 


Zk 习 


1 见 85.9。 证 明 
f | m Ei f <= f, 是 凸 的 。 

2，、 设 入 和 于 是 (R 上 的 ) REZE. T, VW ERE 
映射 ，f : W-—R Erik. 定义 gs V>R AI) =f T0. 
证 明 g 是 凸 的 。 

3 设 瓦 为 线性 拓扑 空间 ， 凸 函数 / ， 下 ~> 尺 ， 其 有 效 域 
是 相对 开 的 。 证 明 

(px € E) f (z) > -或者 (Wx € E) |f] = + eo, 

4 ”证 明 8 5.15 中 的 定理 。 

5 VAWEREZI. fı VxW>R ENH. ZX 
9: V>R} 

g(x) =inf (f(x, y)| y€ W). 
证 明 g 是 凸 的 。 

6 RVEREZE, AC V x R Ef, EXf: V> 
R% 

f(x) =inf (À | (x, 2) € A). 
证 明 f 是 凸 的 。 

7 设 忆 为 线性 拓扑 空间 ， 是 已 上 的 正常 凸 连 续 函 数 ， 
ACR, @&A:=(x€E | fGe)<M, B: = (x€E | f(x) <à), 
证 明 下 述 命题 ; 

@) B=int(4) 未 必 真 。 
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O ”如 存在 x EE, E OKA, WB =int(A). 
8 设 下 是 线性 空间 ， 了 为 天 上 的 实 丁 函数。 证 明 下 述 命 


@ f 的 每 个 局 部 极 小 点 必 是 整体 极 小 点 。 

(b) 车 f 严格 凸 ， 则 上 至 多 有 一 个 整体 极 小 点 

〈 见 第 一 章 练习 1 ) ， 

9 ” 设 忆 为 内 积 空间 。CCE 是 非 空 山 集 ，x,€ E, EN 

至 多 存在 一 点 c。 € C.， 使 得 最 接近 于 x。， 即 
llxo— cll=d (x6。, C) 

( 见 $5.18， 例 (b))。 

10 设 VV 是 线性 空间 ，f ，g: 天-~> 及 均 为 凸 函 数 ， 请 确 
定 dom(j 口 9) 。 

11 设 已 为 线性 拓扑 空间 。 fı E-R bx mn RA, a € 
dom(f), 证 明了 在 4 连续 当 且 仅 当 f # a 局 部 上 有 界 。 

12 KAS: REXY 

= (Eib Én) f £ E20, E20, 


f (Eis Eases En) = { E> 0 
"too 否则 。 


WEBA f 是 巴 的 . 

13 Bf: R"xR->R 为 连续 函数 ， 使 得 对 每 个 + €[a， 
0] ,函数 x —— f (x ,t) 是 凸 的 ( 简 言 之 ， 了 关于 x 是 上 的 )。 
定义 函数 g 为 

g(x) = 人 f G t) dt 

证 明 9 是 凸 的 . 

14 设 忆 为 线性 赋 范 空间 。 证 明 从 到 R 的 次 可 微 函数 是 
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是 的 。〔 见 第 一 章 练 习 3) ， 
15 WEAS EXA R" LAY Tehebycheff 52k, W 


fh ,5. , = max] El. 


HELS 6f(0) =co(e, ,Crs Z Er tp Z En), XE elyeayyen 为 
R" 中 的 单位 向 量 (el = (1,0,0,…，0) ， 等 等 ) 。 
15 设 忆 为 线性 荆 范 空间 ,假定 f(x) = ll e€ E. 
试 证 
(a) 了 是 凸 的 。 
D 对 所 有 的 EERS 
8f (x) = (z € E? (Cx! xy = xl * jx a |x” || = jxll} 
Ñx]: = sup | 
(ce) # E Hilbert 空间 ， 则 对 prxE E, Əf(x) = (x). 
17 设 五 为 线性 赋 范 空间 ， 了 ， 巨 -~R 为 实 G 一 可 徽 ， 具 
有 G 一 微分 yf。 证明 下 述 命题 
l(a) fE, 当世 仅 当 对 所 有 的 x*，y E 忆 ,有 
FSÍ) + Oy x y f (x). 
(b) 了 是 严格 凸 的 ， 当 皇 仅 当 对 所 有 的 Y ，》《E E, x% 
yH 
f (9 >f x) + Cy -xlv f(x)>. 
18 借助 于 一 个 反例 说 明 
a, + fa) (x) = Əf,G@) +f, G) 
- 般 不 成 立 〈 见 定理 5.38 后 面 的 注 ) 。 
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19 ”证 明 在 定理 5.38 中 通过 令 E =R" 得 到 的 定理 是 $5.39 
中 定理 的 一 种 特殊 情形 . 


虽然 下 述 练习 是 基本 的 ， 有 用 的 ， 却 有 点 儿 缺 乏 趣味 ， 


CTS MAEZ, ACX. fı A>R, ENTRA 
CAD 对 每 个 ER， 集合 {xE41/ (x) 之) 是 区 的 闭 了 
集 . 

(b) {xM EAxR|f(x) SK) EX x R 的 闭 子 集 。 

O 了 是 下 半 连 续 的 ， 晶 对 每 个 ANA 


lim f (x) = + co。 


21 (a) ERREMIN. CCEA, fı C> 
R 为 实 凸 函数 。 证 明 或 者 
(D 在 C 的 每 点 是 局 部 下 有 界 的 ， 或 者 


a (D 对 忆 中 所 有 的 点 ，f 均 不 局 部 下 有 界 。 


EE. f 称 为 在 oEC 是 局 部 下 有 界 的 ， 如 果 存 在 WERU, t f EU 
NC 上 是 下 有 界 的 。 


s (b) RCOCR ÆR, fı C>R 为 实 丁 函数。 证明/ 


# C 的 每 点 是 局 部 下 有 界 的 。 
© RE, CMF, 使 (a) 的 (五 ) 成 立 ， 
22 设 UCR" 为 非 空 开 凸 集 ，/: U—R 是 三 的 .证明 
了 在 U 的 每 个 紧 于 集 上 是 李 普 西 兹 的 《 见 $1.7) 。 
23 kf EDRR R xR>R, mA f(x, y) X: T x 连 
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es 


An INEA y ER, x— f G, yY ER 


续 ， 关 于 y 
函数 ， 对 每 个 x ER, y— f, DERRE eif 是 和 
续 的 。 i 


oh iH y 
24 REJREMESH, MARS: ER f N š 
B, H f(xo) 有 限 ， 证 明 ， 对 所 有 的 x* EE, 有 la, 
f(x x) = max {<x |x;> | x3 EIF (x0) Jp, 
25 证 明定 理 5.37 后 面 的 “ 注 ?。 


注 可 Q. aaa 


1 ”可 以 证 明定 义 在 Banach ZH E Rh FEER RAE 
int(dom(f)〉 中 连续 。 ( 见 § 了 .20)。 

2 W.W. Breckner and G, Orban,Continuity proper- 
ties oí rationally s-convex mappings with values in an 
ordered topological linear space, ‘Babes-Bolyai’? University 
of Cluj-Napoca, 1978 

ñ: OB bR ak ESE L 85.20) 结果 已 被 推广 到 取 
值 于 序 线性 拓扑 空间 的 映射 f ， 这 样 的 了 对 任何 x >x 和 任意 
入 E 《<0，1》， 活 合 不 等 式 

fx + (1 -WWM + A-N), 
其 中 是 属于 区 间 《0，1] 的 实数 。 

3 R" 中 的 凸 分 析 是 我 们 课题 的 最 经 典 和 最 有 进展 部 分 。 
一 本 基础 参考 书 是 
R.T.Rockafeller, Convex Analysis, Princeton, Princeton 
University Press, 1970, 

4 可 微 性 的 更 详尽 的 叙述 见 
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A.D. Ioffe and V. M. Tihomirov, Theory of Extremal 
Problems, Amsterdam, North-Holland, 1979, 

5 TOER f 是 Banach #z[š] EH F 3608 1F ç B 
数 ， 则 dom(Əaf) =ó (HL $ 6.35) H dom(6f) 其 至 在 dom(f) 
中 是 稠密 的 ， 例 如 ， 这 可 见 
I, Ekeland and R, Teman, Convex Analysis and Varia- 
tional Problems, Amsterdam, North-Holland, 1976, 

6 ”定理 5,38 在 下 列 文献 中 可 找到 
R, T. Rockafellar, Convex functions and dual exiremum 
problems, PhD Thesis, Harvard University, 1963, 
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第 六 章 ”对 偶 性 


本 章 我 们 用 E RRR 上 的 线性 赋 范 空间 (不止 含 一 点 )， 
具有 范 数 x 一 lx， 用 E’ RRE 的 对 偶 。 分 离 定理 推出 对 每 
个 x EE, x+0, BEX EE’, Wx x A0 


A 3 函数 


6.1 定义 
(a) f: E> R HRAB REOS E'R, 
f*(x’) = sup {<x] x° > = f(x)} (x’ EE’). 
(b) g: E’ — R tü 3k Hi g*, E —R 定义 为 
g*a) = sup {<x lx >- g(x’ )} (x EE). 
(e) À E #J R ERM. E šj R 035638 f i A 数 f=* 
Jë f 09 JE 8309 ta 《f*)*。 


6.2 $. 
(a) 著 产 (x") 有 限 ， 则 它 是 满足 不 等 式 
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fo>exlx -aa 3x€ E 
的 最 小 实数 oa 〈 见 1.16) 。 

(b) 每 个 形 如 x- |x" +Qw 的 函数 是 已 上 的 连续 仿 射 函 数 ,这 里 x€ E, 
QER (因此 ，x-><x|x’， ~ g(x ) 亦 是 玉 上 的 连续 仿 射 函数 ) 。 而 已 上 的 每 个 连 
续 仿 射 函 数 是 这 种 形式 。 

MRE 具有 用 范 数 x -> | x' | 定义 的 范 拓扑 ， 这 里 


Iex|x”| 
一 一 一 一 -一 sup |x |x” 
[EZ 1z1=1 | 


那么 ， 每 个 形 如 x’ alx +a 的 函数 是 E 上 的 连续 仿 射 画 数 ， 其 h x€ E, 
aER (Mit, x> xix =f(x) 亦 是 玉 ' 上 的 连续 仿 射 函数 ) .但 E 上 的 连续 仿 
射 函 数 一 般 不 具备 这 种 形式 。 例 如 ， 如 果 我 们 赋 ”以 所 亩 的 弱 拓 KW (E: ,E) 


(在 这 种 拓扑 下 的 收敛 性 是 指 对 序列 — 〈x4) ， 或 者 更 一 般 地 ， 网 一 〈x247 Ú$ 


lx’ il: = sup 
z+ 


到 点 x' 意味 着 对 每 个 x€ E, ajx x|x 5) 便 是 这 种 情形 。 
6.3 
下 述 简单 性 质 的 证 明 留 给 读者 。 
(a) #f: E>R, h, E— R, Bf <h, 则 f* >h*, 
(b) (+co)#= — co 
(c) 设 f: EE 一 R， 若 f 在 某 点 取 值 为 - oo, BJ f*= + 
oo。 特别 地 ， (一 00)*= +co。 
注意 ,由 (b) 和 (c) 可 推 得 f**= f ,但 此 式 一 般 不 成 立 。 读 
者 易 证 对 所 有 的 1， -> R， 我 们 有 /**<7/. 
(d) i (fde €A) 为 任意 多 个 羽 -> R 函数 的 集 族 ， 则 
Cinf fa)* = sup ft 
(sup f*<int/*, 
后 一 个 不 等 式 中 ， 等 号 通常 不 成 立 。 
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<e) tf: E— R, X2>0, W 
) w EE) 


x! 
OKC) =Af* 


CP itf: E>R,aER， 则 
(f+o)y*=f*-a, 

(g itf: E- R, x EE, x EE’, W 
f(x’ y= f*(x')+ <x| x”>, 


这 里 函数 f. 定义 为 f(y)= f(y- x) OEE). 


(h) if; E>R R, W 
inf {f(x) jx EE}= - f*(0). 


6.4 例 
(a) 设 Xo。 EE’, aER, S f, EE->R 为 
f(x)= << |x- o (xEE). 


+oo xX'=xQ 
J*C) = sup [e k-ta} 
x€ E G x= x 


内 此 f*=6(x,}+a( 见 $5.15) $ 


(b) gf g lle 则 
da Tiet, 


= sup sup la = Hil} 


t=0 izi=t 
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= sup{t sup 《X|X'> 一 A e} 
1x1=1 2 
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=sup{t a'll- + t) =+ ler 


内 此 F#o = + lla! l. 


则 


6.5 定义 


RACF. A 的 支撑 函数 是 A 的 指标 函数 04 的 共 因 534, 
0%( x’) =sup {Cx| x>- 04 x)} 


=sup<x| x’) (Cx'E 无 0) 。 
我 们 建议 读者 就 上 = R* 的 情形 ， 给 出 好 的 几何 解释 。 
6.6 定理 
itf: E—RU(+ee), g; E—RU(+ e°). 


(fDg)*=f*+g* 


证 明 。 对 每 EE, 我 们 有 
(fDlg)*(x')= sup {<x x> = iint fO) + g(x2)]} 


=sup sup nano - f(x) — g(x,)] 


x xte" 


= sup ([<x,|x”> — f(x,)1+[<x,| x”> 


pms 
一 9(Xa)]}= f*(x') + g*(x”), 
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6.7 例 
设 CCE APANE. EX, ER 2 
feo=int|[e-x| (x €E). 


从 $5.18 的 例 (b) EHS = g 口 6c， 这 里 g(x) = lela EE). 
HEA cE, 我 们 有 
j g*(x')=sup {<x] x — |x} 


=sup sup (<x|x”> -1Í 
t=0 lrl=t 
=sup (||? || = 1) = í +co 车 lx 中 >1 
a 车 |x 小 <1 
Alk, g9*=ðs, XE S=(sx'CE'||x'|<1). AT 
f*=g*+0t=0s +0% 
所 以 
ot(x’) — #lx'1<1 


| 
+ co I> 


6.8 定理 


kf: E> R HJ f* J Er 上 的 下 半 连 续 凸 函数 〈 它 具有 
范 拓扑 ， 见 8$ 6.2 的 〈b) ). 
这 个 简单 的 证 明 留 给 读者 ， 


6.9 


设 f: -> 及， 对 每 个 x €E, w EE’, 
f*(x)2<x|x!> — f(x) 
从 而 
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f(x)+ f*(x')2<x |x! (44) 
其 中 左边 无 论 甚 么 时 候 都 是 有 定义 的 。 (44) 式 称 为 Fenchel 
不 等 式 。〈 见 8 1.16) 


6.10 定理 . 
Rf: E>R, 且 f 在 x EE 有 限 . W ` 
x €0f(x)<= f*(x')= ¿x|x!y— f(x), (45) 


证 明 。 我 们 有 

x Efx) Y yCE)f(y)2>f(x)+ Cy - x|x!> 
> Yy EEN, x - fx ayx y- f(x 
<=>sup {Cy|x - f(y} = <x] f(x) 
< f*(x')= (x|x!> — f(x) 

注 。 最 后 的 等 式 可 以 写成 


fe) + f*(x2)= C |x” y, 
得 此 可 见 f 的 次 梯度 是 EE' 中 这 样 的 元 素 ， 它 使 Fenchel 不 等 式 成 为 等 式 。 


二 次 极 函数 
6.11 定理 


Rf: E— R. Ml 

(a) f** 是 7 的 所 有 连续 仿 射 弱 函 数 集 族 的 点 态 上 确 界 。 
(b) f=* 是 已 上 的 下 半 连 续 止 函数 。 

(e) fear = jx 

证 明 。(a) it 4 为 的 所 有 连续 伤 射 弱 函 数 的 集 ; 族 .: 令 
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F =sup(g|g € A). - 
首先 假设 对 菜 个 x’€E，f*(x’)= - co。 读者 易 证 这 时 有 
f**= f =F = +o0, 从 而 f**= 下 。 其 次 ,假设 对 每 个 x' € E, 
fx*(%') 之 -co。 则 对 每 个 满足 f*(x')< + ot x CE’, 函数 
g: xxx- f*(x') 是 忆 上 的 连续 仿 射 函数 。 从 §6.9 得 
知 g 是 了 的 弱 函 数 ， 故 0€4。 从 而 对 所 有 的 x € E 
f**(x)= sup {Cx|x > — fx) fx S< + oo KF (x), 
# h CA, 形 如 h(x)= 《x|x》-a (x €E kE x € E, 


“ER， 我 们 有 
(Vx€E)¿<@|x'>- a< f(x) 
习 此 
asup {x| x>- f(x)} = f*(%’) 
.一 于 是 
i h(x)= 《xx — az) — fx’), 


从 而 ， 对 每 个 x € E 
F(x)< sup, {Cx| x>- f*(x'))= f**(x), 
由 之 得 出 f**= F. 
(b) 见 定理 6.8。 
(c) RITA f**<f ( 见 86.3(c) ) ， 从 而 f***>f* (WL 
$6.3) )。 在 不 等 式 f**<f 中 ， 用 f* 代替 了， 即 得 f/=**< 
f*， 这 样 证 明了 所 述 结果 。 


6.12 引 理 


ig: EE 一 民 是 下 半 连 续 的 正常 是 函数 ， 则 9 有 连续 仿 身 
弱 函 数 。 更 确切 地 说 ， 对 每 个 xoE 已 和 每 个 avE(- oo, 
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9(xo)>， 存 在 一 个 连续 仿 射 函 数 产 ， 使 得 Kxo) =u，h< 9。 


证 明 。 设 x. EE, -co<a<g(x,) .我 们 有 Cos 0%) 
€ epi(g) 。 因 为 epi(9) 是 EOR 的 非 空 闭 凸 子 集 ,由 E 理 
3.12 知 存在 E @ R 中 一 个 闭 超 平 面 瑟 = -1(B) 严格 分 离 
epi(g) 和 (x o) 。 Bg F=, e) H 
(V (x, À) Eepi(g)) x|x’ > +a)>B (46) 
<x | x> +a, <B (47) 
# (46) 中 令 -> + co， 即 得 a>0. 
(a) # 9(xo)< +o, (46) 5 (47) 式 推出 
《xXo|X'> +ag(x,)>B2> “x, |x”> + ae, 
因此 a(g(x,)-a,)>0, Mü a>0, ZLE 上 的 连续 仿 射 函 
#k hA š 


h(x) = (x-a -去 六 》+am (z €E), 
H (46) 和 (47) R, Xy xE dom(9) 有 
so> f(-x) 


=h(x) + (x l-4 wy Ë -oo>Mx) 


因此 h <g, h(x0) = oo。 
(b) 芳 g(xo) = + co 和 o>0， 我 们 可 以 给 出 一 个 与 (a) 的 
后 半 部 证 明 类 似 的 证 明 . 
(c) 现在 假定 g(%o)= + oo，a=0。 定义 上 的 连续 仿 射 
函数 为 
k(x)= <x| — x”> +B (x€E) 。 
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o ana 


oe i 


° 


我 们 有 Rx) >00 及 对 Vx € dom(9)，R(x)<0。 从 (a) 得 知 9 
有 连续 仿 射 弱 函数 m, E 得 m<g。 若 m(xo)>>ao， 则 函数 
h, =m+0 一 m(xo) PE hX) =a, hg, # m (X), 
对 每 个 >0, 函数 m + Ak BEBE m + hg 的 连续 仿 射 函 数 。 
定义 6。， =m+kbh, ZE 
a- m(x,) 
À = 一 Ka 
我 们 又 有 hx) =a, h<9g. 
推论 .一 个 下 半 连 续 的 正常 凸 函数 是 它 的 连续 仿 射 弱 函 数 
集 族 的 点 态 上 确 界 。 若 9 是 这 样 的 函数 ， 则 gx = 9 CH 定理 
6.11(a) )。 


6,13 


为 了 给 出 二 次 极 函数 的 其 他 《简单 ) 特性， 我 们 引入 函数 
芍 闭 包 概念 ， 它 与 下 半 连 续 包 的 概念 密切 相关 。 

EX, gf: E— R. 

(a) FEREN 定义 为 1 的 下 六 连 续 包 下 ， 如 果 了 处 
处 不 等 于 - co。 而 在 另外 的 情形 ， 它 定义 为 常 值 ~- o, 

(b) RAAR, WMR cl(f)= f. 


6.14 例 
(a) tf: 已 ~ 尺 是 凸 的 。 如 果子 在 某 点 取 值 - co， 由 有 
5.12 了 于 无 有 限 值 ， 且 
Fæ 如 果 x € dom(f) 
+e Ağ x € dom(f) š 
在 这 种 情况 下 ，cl(f) 仅 在 dom(/) 之 外 与 了 不 同 ， 因 .el( f 
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为 -= co， 而 了 为 + eo, 

(b) 车 了 是 Re 上 的 正常 凸 函数 ， 则 由 定理 5.24， 了 也 是 
正常 凸 的 。 这 时 有 cl(jP = 于。 因此 ,对 R" 上 的 正常 凸 函数 ， 
闭 性 与 下 半 连 续 性 相同 。 


6.15 定理 


Zf: E—R. Jl 
f**=cl(co(f) ). 


E. $g: =cl(co(f) )。9g 是 下 半 连 续 的 凸 函数 。 

(a) 车 g = +co, MJ f = +co， 因 此 f**= +co= g, 

(b) 假定 9 = - co。 若 有 连续 仿 射 弱 F E h. MJ h < 
f. RAKES). RAER a EE, col) (x) >- 
co， 因 此 col 了) =cl(co(f) ) = 9， 矛 盾 。 由 此 导出 了 # ië 
续 仿 射 弱 函 数 ， 所 以 fe*= -co= g. 

(c) 剩 下 的 情况 ，g 是 下 半 连 续 正常 止 函 数 , 且 g = 
colf), RIA SI. HAEE, W Pa) 
g(xo) 。 则 存在 wER， 使 Psx(xo)<a<9(xo)。 由 引 理 6.12， 
存在 连续 仿 射 函数 h, EE hD =a H hg. 这 推出 f** 
Shl) =a, FA. RE f** = g。 


6.16 定理 
ESAR 上 的 正常 凸 函数 ， 则 Ps = 了。 
证 明 。 结 合 定理 6.15 和 8 6.14 的 例 (b) 即 得 。 


注 。 见 定理 1.15。 
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6.17 定义 


POE) 是 所 有 这 种 函 WE ->R HRR, GEE LEA 
x ->《x|x'> +o 函数 族 的 点 态 上 确 界 , 这 Ex EE’, aER. 


类 似 地 ， 定 义 OEI) BRAXE E g ER HE K, 
它们 是 E? 上 形 如 x'->《x|x'> +a 的 函数 族 的 点 态 上 确 界 ， 其 
中 x E 已 ，aER。 注 意 ， 厂 (五 ) 亦 能 定 文成 所 有 这 种 函数 E > 
RAER, GHEE 上 连续 仿 射 函数 族 的 点 态 上 确 界 . 
DEN 也 可 类 似 地 定义 ， 只 要 我 们 赋 E 以 适当 的 拓 TF CPJ 
如 ， 弱 拓扑 ; 见 86.2， 注 (b) ). 


6.18 定理 


Rf: ER. 下列 条 件 是 等 价 的 : 

(a) f EME). 

(b) f = f**, 

(c) 了 是 下 半 连 续 函 数 正 常 止 ， 或 者 了 RW 8 PG 3k - 和 
+ co 之 一 。 

证 明 。(a) >c); 设 f ENE). 因 / 是 连续 仿 射 《因此 
r) 函数 族 4 的 点 态 上 确 界 ， 故 了 是 下 半 连 续 的 凸 p 数 。 若 
A=%, JJ f = - co。 若 4* 中 , 则 对 p 4 x€ E; f>- 

。 因 此 f = + co， 或 者 了 是 正常 凸 函数 。 i 

te) 之 (0): 由 $36.3 性 质 -(b) # Cy, # C- ó0)j**= 
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-ok (+oo)**= +co。 若 f 是 下 半 连 续 的 正常 西 函 数 ， 由 
定理 6.15 有 f**=cl(f)= f = f ( 见 引 理 6.12 的 推论 )。 
(b)=(a); 利用 定理 6.11(a) 。 


6.19 定理 


wi Sft F(E) MTE) 间 的 一 个 双 射 。 
证 明 。 设 f EE). 由 ATEN 的 定义 推出 Fe ET 
EN. X f**= f 〈 见 定理 6.18) , KNE) 到 T(E') 的 

映射 了 ~>F# 是 单 射 。 

设 g EME’) , MJ g* ET(E) 。 遵 循 定理 6.11(a) 的 证 
明 ， 我 们 可 证 gx#* 是 形 如 x'—<x|x'> +a 的 函数 g 之 所 有 S 
函数 构成 的 族 之 点 态 上 确 界 ， 这 里 x€ E, a €R. MIS 
9**&g, 因 此 ,g= g*#=《g*)#*。 赵 从 T(E》 到 了 I(E') 的 映射 
f 一 f* 是 满 射 。 这 就 证 明了 所 述 结果 。 


RATE) 表示 所 有 POE) PIERR K + co 与 - co : 


所 组 成 的 集 。 类 似 地 可 定义 TA(E') 。 注意 到 To(E) 是 已 上 
所 有 下 半 连 续 正常 凸 函数 的 集 族 ， 由 上 面 定理 ， 了 映射 上 >f* 就 
是 T(E) 5E) 之 间 的 一 个 双 射 。 


支 撞 函数 


6.20 定理 

设 CCE Rr, HJ, 

(a) C = P<>0= + co, 

(b) COA 是 正常 凸 的 。 
128 


> 天 xf o tè- 


(e) C 是 闭 且 非 空 的 所 >8c ETo(E)。 

(d) Šc=3-. 

(e) ew = 0 

HEBA. (a), (b) 和 (c) 是 §5.15 的 直接 结果 。 

(d) C= ERD =ò- 显然 成 立 。 若 C# 中 ， 我 们 有 
epi (Bc) =epi(8c) = CX[0,+co》 

=C x[0, + o0) =epi(ò7) ， 


因此 8c= dz. 

(e) 若 C= 中 ， 等 式 显然 成 立 。 若 C 关 下， 结合 〈d) 与 定 
6.15， 我 们 有 

dtt = cl(80) =de =d. 

6.21 定理 

设 CCE 是 闭 的 ， 西 的 且 非 空 。 则 òt EFo( 巨 0) 。 

证 明 。 结 合 定理 6 .20 (c) 和 3 6.19, 

6.22 


从 定义 6 .5 得 出 ,支撑 函数 是 正 齐 次 的 。 反之， 我 们 有 下 
面 定理 。 


EE. RIEDE) 是 正 齐 次 的 。 则 存在 E 的 唯一 非 空 
HAPRO, WI dtg. 


证 明 。 首 先 我 们 证 明 9* 是 一 个 指标 函数 。 对 每 个 >>0 和 
每 个 x EE, 我 们 有 


¥29 


(Ng*)*( x) -age (2) ú ES) E sa’ s 


(Mg*)*=g 


Àg* = (kg*)*t = g*, ` 
故 g* 的 值 仅 是 0 和 + co。 从 而 g* = 8c， 这 里 
C=(x€E|g*(x)=0) , (48) 
因此 g = g**=%t%. 读者 易 证 C 是 非 空 闭 凸 $. Bh jk C 和 
C, 是 五 的 非 空 闭 凸 子 集 ， 使 得 
òx = 
则 . 
da = 98 * =d" = bc, 
从 而 
C, = Ca。 
iz. 
(a) 用 (48) 定义 的 集合 C 也 可 以 写成 
C = { xE E| O#x' € Eix |x! €g(x!)) , 
(b) FO f ER” 中 ， 非 空 闭 凸 集 与 正 齐 次 下 半 连 续 正常 凸 函 数 之 癌 


存在 一 一 对 应 。 z 
(c) #CCE , W C 5 C 有 相同 的 支撑 函数 ， 并 它 也 是 妃 中 每 个 满 足 CC 


ACO 的 子 集 攻 的 支撑 函数 。 因 此 已 知 一 个 集 的 支撑 函数 而 去 确定 这 集 ， 通 常 不 
可 能 : 但 十 渤 定理 指出 ， 著 我 们 知道 这 个 集 是 同和 闭 的 ， 则 将 有 可 能 。 


练 习 
E 是 线性 赋 范 空间 。 
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,1 p: RREME. ZXf: E>R Mg E'R 
为 f(x)= @(||x||), g(x')=@%(|='|) (xEE, x EE’) 
证 明 f*=g。 

2 ”证 明 满足 等 式 fx = f 的 唯一 函数 f，R"> R EL f(x)= 


y 《x|x) 。 ( 见 86.4， 例 (b) 。)。 


3 证 明 下 述 命题 ， 若 f ， E— 及 有 连续 仿 射 弱 函数， 
W| /**= colf). 

4 Rf: E—>R, f fE x €E HR, dfx). 证明 

(a) f**(x,)= f(x) 

(b) Of x(xo) =0f(xo) 。 

5。 Bf: E—R. 证 明 f*x* 是 T(E) 中 满足 9g<f 的 
最 大 函数 ， 


6。 设 f 是 R* 上 的 下 半 连 续 正 常 凸 函数 。 证 明 对 所 有 的 
x, XER’ 


x'€0f(x)<= x €Əf*(x') , 
7. 设 / R AnA. 
f 是 正常 凸 的 所 >f# 是 正常 凸 的 。 
8, BACE, 证 明 8 关 =8s, 这 里 B=co(A)， 
9. 8C, DCE 是 西 的 。 证 明 下 述 命题 : 
(a) Š6,p=9#+05  《〈 见 定理 6.6) 
(b) C cD etè. ' 
10 WBA R* 中 有 界 非 空 凸 集 的 支撑 函数 是 实 正 齐 次 凸 M 
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u 设 /: RR 十 正 齐 次 出 函 数 , Hf too .证明 
cl1(f) 是 一 个 支撑 函数 。 I 
12 f: ERANA, f 在 x, € E 是 有 限 k 
g, E— R EXA J) =f a x) EE) 证 明 
dfx) = 9g(0) 。 
13 it KCE 是 非 空 锥 ， 证 明 
` Òž =à, 
14 设 ACR" fE ò 是 线性 函数 . GE 4 由 一 个 点 组 
成 ， 


注 FE 
1 最 初 ， 对 凸 函 数 的 共 令 作 一 般 论述 的 文献 是 


W. Fenchel, On conjugate convex functions, Can, J, 
Math. 1 (1949) 73—7. 
见 第 一 章 注 3 。 

2 ”上山 函 数 的 共 圈 概念 与 微分 方程 理论 中 I X = y, Y= 
xy = y。 所 定义 的 经 典 勒 让 德 变换 有 关 。 

3 ” 共 罗 函 数 的 定义 是 基于 连续 仿 射 弦 函 数 集 族 的 使 用 ， 
〈 见 $ 1,16 和 定义 6.1) 。 利 用 其 它 弱 函数 类 ， 我 们 可 得 到 共 
轿 性 的 各 种 推广 。 对 这 些 推广 提供 途径 的 公理 化 对 偶 性 方法 已 
在 下 面 的 文献 中 给 出 。 


J. J. M. Evers and H. van Maaren, Duality principles 


in mathematics and their relations to conjugate functions, 
Department of Apptied Mathematics, Twente University 
of Technology, 1981. 
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第 七 章 最 优化 


多 年 来 ， 特 别 在 经 典 变 分 学 中 ， 最 优化 问题 与 可 微 性 有 
关 。 虽然 对 凸 函数 已 进行 了 长 时 间 研 究 ， 第 一 章 注 1 所 提 到 的 
Jensen 的 论文 是 最 初 讨论 实 凸 函数 的 文章 之 一 ， 然 而 仅 在 现 
代 ， 人 们 才 发 现 凸 函数 在 最 优化 中 的 广泛 应 用 。 原 来 对 凸 可 微 
函数 可 以 给 出 新 的 最 优 准 则 。 进 而 ， 在 去 掉 可 微 性 ， 而 考虑 上 | 
的 、 不 可 微 的 函数 时 ， 其 中 某 些 准 则 仍然 是 正确 的 。 本 章 给 出 
凸 性 在 最 优化 中 的 作用 的 一 个 简 述 。 

我 们 用 表示 R 上 的 线性 吴 范 空间 (不 止 含 一 点 ) , Hx 
一 > ||x || 表示 范 数 ， 巨 /表示 对 偶 。 


7.1 设 f 是 上 的 正常 钙 函 数 ，f 在 x € E# (整体 ) 

极 小 ， 当 且 仅 当 对 每 个 x € E 

f(x) fx0) = f(x.) + Lx— x, | 0 >, 
由 此 得 到 

f 在 xx 有 (整体 ) 极 小 所 > 0 Edf). (49) 
条 件 0 Eof(xo) 有 如 下 几何 解释 ，epi(f) 在 Oo LDE 
在 一 个 水 平 〈 闭 ) 支撑 超 平面 《 见 定理 5.34) 。 这 可 看 作 是 在 
上 函数 中 与 可 微 函 数 取 得 极 小 的 熟知 条 件 的 类 似 物 ， 即 在 整体 
极 小 的 情形 下 《〈 见 第 五 章 练习 8 ) f 的 图 形 的 水 EI 平面 是 
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epi(f) 的 水 平 支撑 超 平面 。 


T2 


iC EE dJE2E (SE, f 是 五 上 的 正常 凸 函 数 ， 使 得 dom 
NACHA 我们 用 fc 表示 f 在 C 上 的 限制 。 

令 g=f+6c 9g 是 正常 是 函数。 在 C 上 极 小 化 子 《〈 即 极 小 
化 fc) 等 价 于 在 EE 上 极 小 化 g， 因 此 (49) 式 推出 fc 在 xoE C 
有 极 小 ， 当 且 仅 当 0 &€9g(x。)。 按 照 定理 5.38， 在 下 述 情形 
之 一 时 ， 后 一 条 件 能 写成 

0 Eof(xo)+06c(Cxo)。 (50) 
. (a) 存在 一 个 点 属于 Cdom(f)，f 在 此 点 连续 ; 
(b) int(C)fNldom(f)+9. 


7.3 
下 面 将 研究 出 现在 〈50) 式 中 的 集 06c(xo)。 我 们 有 
x’ EDA (x) —> (x € E)Óc(x) S60(x0) + Cx — xol x/》 
<> (Fx €C)<x- xo) x’ > =<0 (61) 
由 此 得 知 96c(xo) 是 包含 0 的 凸 锥 、 我 们 把 下 述 定理 的 简单 证 
骨 留 给 读者 。 


定理 。 #x € int(C), Mdd xa) = {0}。 


我 们 建议 读 者 在 已 = R* 的 情形 下 ， 给 出 〈51) 式 中 最 后 
那个 不 等 式 的 几何 解释 〈 见 图 13) . x Edt) 称 为 是 C 在 
2%o 的 法 向 量 ， 96c(xo) 称 为 C 在 x, 的 法 锥 (或 支撑 函 数 的 
锥 ) 。 j 
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° 


Ra rh py ri A WJ 


7.4 
在 凸 分 析 的 应 用 中 ， 我 们 会 遇 下 述 集合 : 
C= (x ER" |g(x) <0} (52) 
其 中 g 是 Re* 上 的 实 凸 函数 ， 回 忆 起 g 将 是 连续 和 次 可 微 的 、 且 
〈 见 第 五 章 练习 7 ) 
int(C) = {x ER" |g(x)<0) =$ 
只 要 g 满足 所 谓 


Slater 条 件 ， 存 在 xER"*， 使 9(x)<<0。 
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由 8$7.3， 若 9(xo)<0， 则 96c(xo) = {0}。 下 面 将 在 9(xo) 
= 0 的 情形 下 研究 集合 06c(xo)。 


7.5 定理 


设 g 是 R* 上 满足 Slater 条 件 的 实 凸 函数 ，C 是 由 〈52) R 
定义 的 集合 ， 假 定 xeER*， 使 9(xo) = 0。 则 
6c(xo) = K° 
这 里 
K = {x ER] g(xo x)<0)., 


证 明 。 因为 int(C)#%, 由 定理 2.27， 有 


C =int(C) 
因此 
x’ €0óc(x|) > (Fx €int(C))<%*—- xol x> <0 
《 见 (51) 式 ) 。 对 每 个 x Eint(C) REA AIRY 


g(xXo+e(X 一 X%o)) 一 9CXo) 


g’ (Xo A(X—X0))= À lim 
a40 e 


= K lim Lg((1- e)xo+ex) 
e408 


< 和 g(X)<0， 
反之 ， 若 xER" ， 满 足 g(xo; x) <0， 则 存在 s>0， 使 
g(xo+ex)<0， 因 此 xo+exEint(C)， 故 xEQ Gnt(C)- 
Xo)， 这 里 Q = 《0，+ co。 于 是 得 知 
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K, ={xER"] g'(x x)<0)= Q(int(C)—- xo), 
所 以 
XE D(X) <= (x€ int(C)) <x“ x, | x*><0 
>p xE K)<x| x'>y<0 
<x EK", 
就 得 906c(xo) = K", 


注 ; 读者 应 注意 在 上 面 证 明 中 ，{ x|97 (xo， x)<0) =9QC - xo) 并 非 必 
RRE. 


7.6 定理 


设 9: R" 一 >R 是 是 函数 ，xoE€ R*, 定义 函数 h% 
hix) =g' (xo x) (XER') 
MJ 4 是 0g(xo) 的 支撑 函数 。 


证 明 。 由 $5.19，h 是 正 齐 次 和 凸 的 。 又 因 g 是 XAR 
数 ，h 只 取 有 限 值 ( 见 定理 1.6)， 故 h 是 连续 函数 ， 由 6.22， 
h 是 集 

D: = (x€ R" (px ER) (x| xt) <I (Xo x)) (53) 
的 支撑 函数 。 

由 定理 5.36， 我 们 有 

x€ AK) > (PXE Rg Xoy x')2(x'| x) (54) 

结合 (53) 和 64) 式 ， 得 出 所 述 结果 ， . 


注 。 请 看 第 五 章 练习 24， 


#97 


7. 了 s 
P: ADR PERTIS 0E4。 令 KK 是 由 4 ERUS 


即 
K, ={hali>0, a€ A). 
则 天 是 闭 的 。 


证 明 ， 设 xE 天 ， 则 存在 非 负 实数 列 〈4,) 和 4 中 的 序列 
Can) ih 使 得 Anā >x (n—oo) 。 因为 A 是 紧 的 ， 于 是 存在 
(aw) 的 子 列 COn) Ë b.—b€ A, Wk Gu) 是 Q) 的 相应 子 
列 。 因 为 对 所 有 的 x€ 4， 存 在 e>>0,， 使 x 之 e (这 | 
例如 是 R* 上 的 欧 几 里 得 范 数 ) ， 于 是 对 所 有 的 n€ N, # 

Il mlli ubl. 
从 而 由 序列 Ca, b.) 的 有 界 性 推出 〈us) 的 有 界 性 ， 因 此 ， 存 
E Ud 的 子 列 ODRES, five. DEE (b) 
相应 的 子 列 ， 则 

VeaCn>X, p>, Cn>b (n—co) 


因此 *=v6， 这 就 证 得 所 述 结果 。 


7.8 定理 


设 g 是 R" 上 的 实 ru 函数 且 满 足 Slater 条 件 。 C= {x € 
R*| g(x)<0}， 假 定 .xo6 R, EE g (xo) = 0. eke 是 
由 99g(xo) 生成 的 锥 。 


证 明 。 设 是 定理 7.6 中 定义 的 函数 ， ER 
的 锥 。 由 定理 7.5 有 
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8x0) = K? = RE {2 ER" |9 Cta x)<0)” C55) 
《由 于 1 的 连续 性 ) 。 根 据 定理 7.6，A= 人 这 里 万 = 0g(x)， 
从 而 
{xYER"19(xo x)<0)=(x6€R"' (YED)O y)<0) 
={xER"|(yE 天 DCx |y) 
<0) 
=K% 
这 里 Kp 是 由 D 生 成 的 锥 ， 即 
Ky: = {hx |14>0, x€ D). 
因为 D 是 凸 的 ，Ko 是 一 个 凸 锥 ， 由 $3.183，K8"*=Kbp， 因 此 
(55) 式 导 出 
96c(xo) =K = Ky, (56) 
读者 易 证 00(x,》 是 闭 的 。 因 为 & 仅 取 有 限 值 。99(xo》 RAR 
〈 见 第 六 章 练习 10》。 故 9g(x。) 是 紧 集 。 根据 Slater 条 件 ， 
0 an 应 用 引 理 7。 7 得 知 EAR, 因此 由 (56) R, 
06c(xo) = 


7.9 
R" 中 的 凸 规 划 问题 是 寻求 实 西 函数 在 受制 于 p 个 约束 
g(x)<0  (1<Si<p) (57) 
时 的 极 小 值 , .这 里 gy,，g,，…，g ER 上 的 实 凸 函 数 。 简 记 
为 
pa f(x) | (CP) 
g(x) K0 (1<i<p), 
满足 NK (1<i<p) H ANER RAY (CP) 的 可 行 
解 。 满足 aa) (1<i<p) 的 点 %ER" 称 为 (CP) 的 严 
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格 可 行 解 。 点 xoE R" 称 为 《CP) 的 最 优 解 ， 若 它 是 〈CP) 的 可 
行 解 且 满足 
f(x.) = min{f(x)| gK (1<i<p)). 
CCP) 称 为 是 线性 规划 ， WRS 是 线 HRR, Jis I es 
DEDKA., HTE (57) 式 可 以 写成 
Ax<b 
REA R"->R? 是 线性 映射 ，bE R?， 


定理 。 假 设 凸 规划 问题 (CP) 有 一 个 严格 可 行 解 。 则 点 
XER" 是 (CP) 的 最 优 解 当 且 仅 当 存 在 x'EoFxo) K 4， 
À; “epiy AER, 使 得 

{ = X’ E ADJ, (Xo) +209 (Xg) + 二 400go(xo) 
9i(xo) 和 0，4i 志 0，4igi(x0)=0 (1<i<p) 
(58) 


证 明 。 定义 Ci: = {ER gi(xX)<0) G<i<p) 和 
c, =ñ C.. 
i=1 


日 $ 7.2， 点 xuER" 是 〈CP) 的 最 优 解 ， 当 且 仅 当 存在 x'E of 
Ca), WEI- x E 06c(xo)。 我 们 有 


i 


óc = $ de, i 
由 假设 推出 
, Ñ inte Ag. 
i=1 


应 用 定理 5.38， 我 们 可 以 重 述 条 件 - x € 3 6 (x, 28 
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= 2 Ede, (Xa) + Əóç,(x,) + == p Oó (2), (599 
HI 87.3, Dc (xa) = (0 }， 若 9i(xo)< GEMT X Cint 
《CiD)， 又 由 定理 7.8，06c,(x。) 是 由 99!(x。) 生成 的 锥 ， 若 
gi(xo) = 0。 从 厕 ，(59) 式 等 价 于 xoEC 及 存在 4 4, ms 
各 之 0， 使 得 

= X’ EA, ðJ, (Xo) + Åg (Xp) + e + À,Əg,(X0) 
且 若 gi(xo)<0 则 加 =0 。 

读者 应 注意 58) 式 中 的 第 一 个 条 件 可 以 重 述 如 下 ， 


RAS +Y 419, 在 x 有 极 小 。 
如 果 函 数 fs J s 9, 是 G 一 可 微 的 ， 定 理 5.37 推出 
69 式 可 以 写成 


e FCXa) + À, V gi (Xo) + À,V 9, (0) + ee + hy gCo) = 0 
ICX KO, 4,20, À4,9,(x,) = 0 (1&i<p) 


(KT) 
RE KT) 出 做 Kuhn 一 Tucker 条 件 。 这 些 岂 做 (Lagrange) 
乘 子 ， 它 们 起 着 类 于 初等 微 积 分 中 拉 格 朗 日 乘 子 所 起 的 作用 ， 
在 那里 是 极 小 化 一 个 受制 于 等 式 约束 的 函数 。 读 者 注意 ， 这 里 
是 不 等 式 约 束 ， 而 乘 子 是 非 负 的 。 


7.10 例 
极 小 化 沪 数 x*+y， 使 满足 约束 
人 十 3:<41 
(x-1):+52< 1, 


读者 易 证 在 我 们 问题 中 的 所 有 函数 都 E n, 的 〈 见 定理 
5.29) 。Kuhn 一 Tuoker 条 件 是 


1+2AX+21,(x—1)=0 
1+2A,y+24,y=0 

x2 + y°< 1 

(x-1) +y’ <1 

4,20, 1,20. 

A(x? +y?-1)=0 
AL(xX-1)+y -1]=0。 


由 此 得 到 为 =0， 轴 = 二 VE X=1- 廊 WZ， y=- 
+V 了 于 是 满足 给 定 约束 的 函数 x+ y 在 点 (1 一半 VV，- 


IVD 达到 极 小 ， 极 小 值 是 1 - 3。 


RO x 
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再 次 考虑 上 规划 问题 
minf(x) 
(se (1<i<p) 
Kf, g 96 *, DÈR" 上 的 实 凸 函数 . 下 面 我 们 将 借助 
TRAKI (CP) 的 最 优 解 。 


(CP) 


ex 
(a) 我 们 定义 函数 L，R"x Rr—RJJ 
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L(x, >) = FOEN 
(X€ R", y= ON，7，…，7o)ER?)。. 工 称 为 问题 CCP) 的 


拉 格 朗 日 算 子 〈 或 拉 格 朗 日 函数 ) 。 

(b) 用 已 表 示 非 负 卦 限 {xER2|Y 之 0 }。(xo，4) ERX 
Pr 称 为 是 L 在 R"x Pr 上 的 鞍点 ， 如 果 对 所 有 的 (*，y) €R"x 
Pr 有 
Le VKL DILE, A). I 


7.12 定理 
假设 凸 规划 问题 (CP) 有 严格 可 行 解 。 则 点 x € Rs 3k 


CCP) 的 最 优 解 ， 当 是 仅 当 存在 4€ Pr?， 使 得 xo，4) KL 
在 Rex P ERRU. f 


证 明 。 充 分 性 ，L(x。，y)<L(x。，4) AW 


E m-i. (60) 
因为 对 所 有 的 yE Ps (60) 式 成 立 ， 我 们 有 
(61) 


gi(xo)s0 (1<:i<p) . 
# HO = 0, RIL OKL, A), Kii 


YA Cx,)>0 . 
结合 最 后 这 个 不 等 式 与 《61) 式 便 得 出 
YA) =: 0 


从 而 不 等 起 
1⁄3 


Lixa ASL, À) (x ER” 
变 成 
Fad KIMEN CERD, 62) 


Ha (62) 式 推 出 ， 对 所 AxER, go G<i<>p) 有 
FOSE). Bixi CP 的 最 优 解 ， 
必要 性 。 由 $7.9,， 若 %。 ER* 是 (CP) 的 最 优 解 ， 则 存 
EEP, Mug (x) =0 (1<i<p) ， 且 函数 
f + 中 No 


在 % 有 极 小 。 由 此 得 出 
Los DEL(x, Y GER), (63) 
因为 9 (x )<0 G<i<p) ， 对 每 个 7 = m, n, No) 
EPH 
KEnugseo<o 
因此 l 


Las D = f@) HENIE <fG@o 


= feo + ENN = LG, W. 
结合 最 后 结果 与 639 R, BEA Gu, A ELE Rx P 上 
的 鞍点 。 
注 。 在 证 明 的 第 一 部 分 中 ， 我 们 吗 没 有 用 到 给 定 函 数 的 凸 性 ， 也 没有 用 到 
(CP) 的 严格 可 行 解 的 存在 性 。 
1⁄4 
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我 们 不 用 $7.9 的 结果 ， 可 给 出 定理 7.12 的 必要 性 的 一 个 
替换 证 明 。 定 义 4 为 所 有 这 样 的 a, y) E RxR A RK E 
合 ， 对 某 个 xER" 

f(x) - f(x) <a B gG) n, AID) 

《这 里 y= (no no s To) ) 。 A 是 凸 集 ， 且 0, 0) € A. 
由 $4.11， 在 RxR? 中 存在 一 个 超 平面 真 分 离 O0, 0) MA. 
从 而 存在 B, a € Rx Re, (B, u)= (0, 0), 使 得 对 所 有 
的 Ca, y) EAH 

Ba + (y| u) 20, (64) 
令 a->+co，mi+co (=1)2, yb) , EBSI 和 uw€ Pe， 
E (64) AH, 令 1=gi(x) ASISH) Hayfa- 
f (x6) ， 我 们 得 


BEF) -f(x0)] +Eua eo 20 (xER). (65) 


假若 B = 0 。 那 么 由 于 严格 可 行 解 的 存在 ， 〈65) RAMu = 
0 ,矛盾 。 从 而 B>0。 用 B 除 (65) 式 ， 则 对 某 个 入 = (QA... 
wW) EPH 


FEL FOENN, ERD, (66) 
在 (66) 式 中 令 x= xo， 即 得 


站 xs >t. 


BIN C) =0。 这 样 《66) 式 推出 


L(xo, VSL, Y (XER, 
再 循 着 定理 7.12 中 从 〈63) 式 开 始 后 面 的 证 明 ， 即 可 导出 
结论 。 


Fenchel 对 偶 定理 
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在 凸 规划 中 ， 极 小 化 问题 常常 转换 成 某 个 确定 的 极 大 化 问 
题 ， 它 被 称 为 对 偶 问题 。 有 不 同 的 构造 对 偶 问 题 的 方法 ， 作 为 
一 个 例子 ， 我 们 证 明 Fenchel 对 偶 定理 。 

WE R RE 的 线性 噬 范 空间 〈 含 多 于 一 点 ) ， 用 x 一 | 
表示 范 数 ，E' 表 示 对 偶 ， 函 数 g， 尼 -> R 称 为 凹 的 ， 如 果 -g 
是 凸 的 。 对 四 函数 9 ， 我 们 定义 

dom(g) = (x € E| g(x) > - eo), : 
9 WO9 JEE, WP- IERT, MEA Z gK 
g*: E'R ENR 

g* (x!) =inf{<x| xy- g(x)} (EEN. 
凡是 四 函数 ， 且 对 所 有 的 x EE’, 
0 


7.15 定理 〈Fenchei 对 偶 定 理 ) 


设 f 是 E 上 的 正常 凸 函 数 # :9 是 瑟 止 的 正常 四 函数 ， 则 在 
下 列 每 种 情形 中 ， 2 


(a) ”车 在 点 属于 dom(f) 1 dom (9)， 使 得 了 或 9 在 此 点 


(b) 五 =Re 日 ri(dom(P)fridom(9)) +0. RNE 
inf {f(x) - g(x)}= max {gr (xX) - al CAD AER 
xe E xf cE : 


证 明 。 对 所 有 的 EE, LEERTE 
f (x) + f* (x) x| x'>22g (x) + g* (x!) 
因此 $ 
f (x) ~ g (x) 22g* (x?) — f* (x!) 
于 是 
m: = nf {f(x) - gy y> sm (gt@,— NN 


x€ E š, 
(67) 
若 = - ceo， 所 述 结果 显然 成 立 。 现 在 很 定 m> - oo。 由 假设 
推出 加 ER。 定义 
C,: = ((x, N) € E@R| f (x) SA) 
C,: = (G, à) € E@R| Kg (x) +m), 
C, 和 Cs 是 EO@R 的 凸 子 集 。 读者 易 证 〈( 见 8 5.380 8 5.39) 
在 EOR 中 存 在 一 个 非 垂 直 的 闭 超 平面 H =F) 真 分 离 
C, MCa. BE F(C) BFC), F=, a), 这 里 x' € 
E', ER, RHA, HHA xEdom(f) Ndomta) 成 
立 
<x] x> + af (x) 2B2><x]| x> +a (g (x) +m) 
因此 
Í G) 2<x| y’ -YFg(x) +m 


ta? 


AR = — w /a € E, Y= -B/a。 此 外 ， 容 易 看 出 对 所 有 的 
x E 已 ， 这 些 不 等 式 仍 成 立 。 从 而 
f*(y5 KY 和 g*(y))2Y+m 
于 是 由 (67) RE 
m=<g* (y!) 一 f*(y)) < sup (g*(x”) - f*(x”) )<m 
x!eE! 


这 样 证 明了 所 述 结果 。 
7.16 例 


设 CC 歼 是 非 空 凸 集 ，xoE 五 。 定 义 
f(x): slx- xls g(x): = -dc(x) (xEE) 
应 用 Fenchel YEERE 出 
inf ||x — x,|| = inf (f (x) - g(x) ) 
x€ C EB 
Da {g*(x’) — f*(x’)} 
x€ FE 
从 例 6.7 和 8 6.3 的 性 质 〈9) 得 
f*(x’) = 0s(X') + CXo| X> (x EE) 
这 里 8= {x €E||x||< 1}。 我 们 有 gx = -0ta 
从 而 
inf ||x — sl] = max (-68(— x”) = Ds (x) = xo | x>) 
seç s'er’ f 
= max {< xo |-x>-88(- x) 
x'ES 


= max (<— x, |x”> - 88 (x) ), 
Ixile 


HE = R" 时 ， 读 者 给 出 这 个 公式 的 几何 解释 ， 


tHg 
1 


邻近 映 射 
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设 f 是 R* 上 的 下 半 连 续 正常 凸 函 数 。 x, ER*。 定义 函数 
f: RRJ 


Fe) =f (x) + 3 -le @€R5 


这 里 % 一 | x 上 是 R* 上 的 欧 几 里 得 范 数 。F 是 下 半 连 续 凸 函数 
的 证 明 留 给 读者 。 我 们 将 证 上 有 整体 极 小 。 由 引 理 6.12，f 有 
连续 仿 射 弱 函数 ， 于 是 存在 a。 ER"，a ER， 对 所 有 的 x ERY 
足 


fO) > (x |a) — a 
从 而 ， 对 每 个 x ER 


F (2) >.(x |a) -a +I = xl 


= 到 le- -altt (al 0) - +lalt- a, 
设 b Edom(j。 最 后 这 个 不 等 式 可 擒 出 存在 数 只 >0， 使 得 对 
任何 的 lx - (xo- a) |> R F SF), FERR] lx- 
《%o 一 0) 上 <R} 上 的 限制 有 极 小 值 为 m〈 见 § 5.4 性 质 人 7)。 假 
定 这 极 小 值 在 点 c 取得 。 因 为 m 和 瑟 (b) ;从 而 瑟 在 6 有 整体 极 
小 。 假 设 d ER" 满足 F(d)=m。 因为 


[zed -|| = gie- sid- p-He-ap 


th 


我 们 有 
m<F(+ (c+d) ) 


= (+ (e+ 四 ) + 于 上 诗人 o+ 由 — x, | 


< 于 fo + fd) +È jo- xol -ld = l 
-4 l0- dl 


去 mi- 二 lc- 中 


因此 c=d。 这 样 ，F 的 极 小 点 是 唯一 的 。 这 个 点 记 成 
PrOXs(X0), 


UR 到 它 自 身 的 映射 proxf 叫 做 〈 关 于 的》 邻近 映射 。 


iz. 


(a) 利用 下 的 严格 是 性 也 可 证 明 极 小 点 的 叭 一 性 《$5,18 例 〈a) 和 第 五 章 
练习 8 ) 。 
(b) 设 CCR* 是 非 空 闻 凸 集 ， 太 =3c ( 见 定理 6.20) ， 则 ptoxy(xo) 是 C 中 
对 x6 的 最 佳 通 近 ， 即 是 C 中 最 接近 x 的 点 (也 叫做 xo 在 C 上 的 投影 )。 


7.18 ”定理 
设 了 是 R" 上 的 下 半 连 续 正常 凸 Bs x, y, ZER, W 
下 列 条 件 是 等 价 的 ， 


(a) z=x+ yÑif (x) +f*(y) = (x y). 
(b) x=prtox;(2)K.y = DTOXf (2) 。 
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证 明 ， 定 义 从 R" F) R RR g MEH g) =u- z | 


下 = 了 +9g， 由 定理 5.38 有 9 玉 =0f +0g9。 从 87.1 得 出 
x = prox; (z) —>0 EÒF (x) >0 Edf (x) +g (x). 
函数 g 是 Fréchet 可 微 的 ， 且 对 每 个 4&ER"，Vg(D) =u z, 
定理 5.37 推 出 
x = prox; (z) >0 Ef (x) +x- z 
<> (FEY Ef (x))z=x+y (68) 
及 
JF = proxy (2) > (存在 YXEOfF#(y))z2=X+y。(69) 
AEFE6.10816.1828 66 
y EOf x) €> fx) + f*(y) = (x| y) >x € df*(y) 
` GO 
(a)==> (b), 结合 (ao) 和 (70) REA YEDO É x 
和 9fx(y)， 由 此 及 (a)、(68) 和 (69) 式 便 得 x= prox/(2), 
y =proxí*(z), 
(b)==>(a) H (b) 和 (68) R, FER HEDT) ， 
使 2>=x+y。 (70) RAE x €0f*(yo) K f(xy+ f*(y,) = 
CIl). HRE 69 RÆ =proxfpt(z) =y。 从 而 之 = 
x 十 S SS 5). 


7.19 例 


5 9 St 
Ai Be) + Ook Y) = (x| 2) 
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x €K, y €K°, (x |y)=0. 
这 样 ， 公 式 

zZ =prox;(z) +DITOXf#(2Z) 
给 出 z 的 唯一 正 交 分 解 作为 分 别 是 天 和 天 "中 元 素 的 和 “《〈 即 2 在 
五 和 天" 上 的 投影 ) 。 


单调 算 子 


7.20 


RE 是 R 上 的 线性 赋 范 空间 。 定 义 从 五 到 五 ' 的 多 值 函 数 
REHE WERPEN) 的 映射 。 多 值 函 数 了 ， E—E' 称 为 单 
调 算 子 ， 如 果 对 任何 的 x*，y € E, x, y'EE', x€ Tx, 
VETY, 有 

<x- y| x” — y'>20, 
注意 从 好 到 R 的 非 减 函数 是 单调 算 子 。 

多 值 函 数 7 了 7， 瑟 -> 己 / 称 为 是 循环 单调 算 子 ， 如 果 对 任意 有 
限 个 对 Crs Xio CXag X2)， e, (X, X,) ， 其 中 “EE, 
xiETx, (1<i<p) ,有 

Xi — x,| XID + CXa 一 Xs| XE + oo + (X — X,| Xi 

+ <x, — x,| x+>2>0 《71) 
在 《71) 式 申 令 p = 2 ,我 们 看 到 循环 单调 算 子 在 特殊 情况 下 - 
是 单调 算 子 ， 但 其 逆 不 真 。 

单调 算 子 在 优化 理论 中 起 逢 重要 作用 。 下 述 的 写 理 指出 单 
调 算 子 与 凸 函数 间 的 某 些 联系 。 
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7.21 定理 
ik f 是 互 上 的 正常 凸 函 数 。 则 af 是 循环 单调 算 子 。 


证 明 。 设 Xx; € E, xi E90f(%) G<i<pb. MJ 
f (xs) f(xX1) + <x,— x,| Xx1> 
Í (x3) fx) + <xs — x,| x5> 


f(%0) >f (X01) + <, — Xo X31> 
FDSEA) + C1 — x,| Xs>, 
将 这 些 不 等 式 相 加 便 得 
02%, 一 知 | Xi》 十 《Xs — x,| XE + oo + Xi — x,| XY 


所 述 结果 得 证 ， 


7.22 


一 个 (循环 ) 单调 算 子 7，->E' 称 为 是 最 大 (循环) 单 
调 ， 如 果 它 的 图 形 
{(x, x ) EE xE x€ Tx) 
不 全 含 于 其 它 任 何 从 E 到 E’ 的 循环) 单调 算 子 的 图 形 中 ， 
定理 ， 设 f 是 R* 上 的 下 半 连 续 正 常 凸 范 数 ， 则 sf 是 最 大 
单调 和 最 大 循环 单调 ， 
证 明 。 假 设 xo， ER"*， 对 所 有 x，?ER" 旭 yE8Frx》， 
成 立 
(~— %| y 0) 0 (72) 
令 ` 
3, * DEOK7(X0 + Ya), Yy = PION, + y) 
(HL $ 7.17) . 定理 7 ,18 蕴涵 Xo + y, = x, +y, y, Ef (2). 
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在 〈72) 式 中 令 x= xi，? = 得 到 

= lx, = xl]? = (x, — Xal Xo — xi) 20 
GXH x>] x |Æ Re 上 的 欧 几 里 得 范 数 ) 因此 x。= Xi， 于 是 
yo = Yi E90f (Xx1)'= 0f(xo)。 我 们 得 出 9f 是 最 大 单调 ， 现 在 从 定 
理 7.21 得 出 9f 也 是 最 大 循环 单调 。 


注 = 


1. 许多 凸 规划 问题 来 源 于 数理 经 济 学 ， 例 如 ， 见 
H. Nikaido, Convex Structures and Economic Theory, 
New York, Academic Press, 1968, , 

在 含有 不 等 式 约束 的 最 优化 问题 中， 强调 四 性 作用 的 最 初 
文章 之 一 是 
H, W. Kuhn 和 A, W. Tucker, Nonlinear programming, 
.in Proc. and Berkeley Symp. on Mathematical Statis- 
tics and Probability, Berkeley (1951) 481—:92. 

2。 在 87.13， 为 了 证 明 (65) RH fx) -7(xo) 的 系 
数 B 不 为 0， 我 们 利用 产 格 可 行 解 的 存在 、 确 保 B2>0 的 这 种 条 
件 称 为 约束 品 性 。 其 它 的 约束 品 性 可 在 下 面 文献 中 找到 ; 

O. L, Mangasarian, Nonlinear Programming, New York, 
Mc Graw-Hill, 1969, i 

M. S. Bazaraa and C, M, Shetty, Foundations of Opti 
mization, Berlin, Springer (Lecture Notes in -Economics 
and Mathematical Systems no. 122, 1976) 。 š 
3. Fenchel 对 偶 定 理 :〈 见 8 7,15) 的 原始 《有 限 维 》 形 
RW 
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W. Fenchel, Convex Cones, Set and Functions, Lecture 
notes, Princeton, 1953, 

扩充 到 无 穷 维 情形 见 
R. T, Rockafellar, Extension of Fenchel’s duality the- 
orem for convex functions, Duke Math, J. 33 (1966) 81- 
9. 

4。 在 下 述 文献 中 ， 邻 近 映 射 的 理论 已 被 发 展 。 

J. J. Moreau, Proximit'e et dualit/e dans un espace 
hilbertien, Bull. Soc. Math. France 93 (1965) 273 一 99。 
. 5. 与 凸 分 析 相 联系 研究 单调 算 子 的 最 初 文章 之 一 是 ; 
G. J. Minty, Monotone (nonlinear) operators in Hilbert 

space, Duke Math, J. 29 (1962) 341 —6 

最 大 单调 算 子 理论 的 阐述 在 下 述 文献 中 可 以 找到 。 
H. Brezis, Operateurs Maximaux Monotones et Semi- 
groupes de Contractions dans les Espaces de Hilbert, 
Amsterdam, North-Holland, 1973, 

AAT CE 2686 RER bt: difik 2y y F: 09 gr 
力 工具 。 许 多 物理 系统 也 用 单调 算 子 来 描述 。 例 如 见 
V. Dolezal, Monotone Operators and Applications in 
Control and Network Theory, Amsterdam, - Elsevier, 
1979. I 


6. 在 下 面 列举 的 书 中 ， 更 广泛 地 研究 了 最 优化 理论 ， 
V. Barbu and Th, Precupanu, Convexity and Optimiza- 


tiou in Banach Spaces, Alphen aan den Rijn, The 
Netherlands, Sythoff & Noordhoff, 1978. 
I. Ekeland and R, Temam, Convex Analysis and Varia- 
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tional Problems, Amsterdam, North-Holland, 1976. 

I. V. Girsanov, Lectures on Mathematical Theory of 
Extremum Problems, Berlin, Springer (Lecture Notes in 
Economics and Mathematical Systems no. 67, 1972). 

A, D, Ioffe and V. M, Tihomirov, Theory of Extremal 
Problems, Amsterdam, North-Holland, 1979, 

P, J, Laurent, Approximation et Optimisation, Patis, 
Hermann, 1972, 

R. Wets, Grundlagen Konvexer Optimierung, Berlin, 
Springer (Lecture Notes in Economics and Mathematical 
Systems no. 137, 1976) 。 
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° 


答案 和 提示 


1. (a) 由 定理 1.6，f+ 存在 且 是 非 碱 函数 。 利用 不 等 
式 
FDS y) + fay) (xw, yE<a, b). 
(b) 设 x* 是 f 的 局 部 极 小 点 ， 及 y € <a, b), HBAZ 
= 和 x+ (1 一 入 )y， 这 里 ME 《C0，1》>。 如 果 入 充分 接近 1 ，f(2z) 
Sfx. MEIN E. 


(O) 假设 x 和 y 是 f 的 整体 极 小 点 、 考 虑 点 去 (*+7). 


2。 7 在 e 可 微 ， 当 且 仅 当 f4(c)=f'(c) 。 
3。 至 少 存在 一 条 过 (x ,f(x)) 的 直线 处 处 不 位 于 f 
图 形 之 廿 方 ， 当 且 仅 当 存 在 mER ,使 得 对 任何 的 y € O, 
b > 
fO) 2f(x)+m(y- x). 
充分 性 ， 设 GC<x<y<5，0<A<1。 令 za =MM+(1-My, 
考虑 过 〈z，f(z)》 且 处 处 不 位 于 三 图 形 上 方 的 直线 。 


4. (a) 考虑 exp (En log x, ) * 
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(b) # Qa) 中 取 ri=1/ G<i<n) , 
(c) 对 每 个 积 


š SC 2 
a? us p b: Ije 


° 
应 用 a). 
5. 设 xoER。 对 所 有 的 x ER, 我 们 有 
FODS X) r fiX) (x— xo 。 
假定 入 Go) >0. Mllim f(x) = +o, FE, 


类 似 地 ， 假 设计 (xo) 过 0 也 导致 矛盾 。 从 而 F4(xo) = 0 。 
同 理 可 得 f‘ (x) = 0, 

6. (a), (b) 应 用 定理 1.11。 

(c) È, a>, iab >et F aax + 2cx +b 
¥ EZ, 取 a=f, b=f', c=f', 

(dO) 应 用 (o), 

7。 从 定义 1.1 (a) 直接 可 得 . 

8, Üy €f Co, >). $ H(a);: =xye- F(x) (x 
2>0) , WH'Cx) =y- f(x) MMH’ X)= 0 ， 若 xo 满足 
f(%0) = yo 《因此 %。 = 9g(yo)) è 

9. AR: mE f(a)= + co， 或 (6) = + cc， 则 对 每 
个 *€ x0, D, Mf(a) + 0-A fb) = +o, . 

充分 性 利用 定义 1,19。 
10。 (a) 从 81.25 定 义 (a) 直接 可 得 . 
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q1 #x=0 
3 P #x+0. 

(c) ”假设 .<x<z<y<6b 有 f(x)<f(y), f(z)>f(y). 
EF SESE, FE tE, VERIO. MEZ 
BKE, D, 


第 二 章 


1。 利用 $ 2.4 性 质 (d) 。- 

2。 应 用 定理 2.3。 

3、 设 d Ga, C) Se, d ó, C) Ke RAEO, 1>. 对 
每 个 0>> 0 ， 存 在 c，d EC 满足 d(a, c) <e+d, dib, d) < 
e +ò. Mii 

d(àa+(1-)b, c+ Qa -d)<e +0, 
因此 d@Qa+ G - 05, C)<, 

4, 假设 C =co(a,, a,, +=, a,) =co(b,, b,, bn) ， 
BERGO) 都 不 是 其 余 aO) 的 凸 组 合 。 设 1 <i<m。 表 
示 每 个 久 为 凸 组 合 。 


x Ma, 
及 每 个 a, 为 凸 组 合 
Eu br, 


推出 对 某 个 有 b = au n 
5, 注意 C = co (el，ez，…，en) ， 这 里 eyeay…， en 是 
- Ra" 中 单位 向 量 (e1 = 1,0,0,0) , @ = (0A.0,....0) ， 
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等 等 ) 。 这 些 向 量 是 C 的 顶点 。 
6。 设 C 是 凸 多 胞 形 . "CC 的 每 个 顶点 4。 是 C 的 一 个 极端 
Ju: CRA 0, Xs Xr, es Xhe 假设 存在 x， 2EC 使 
a €《Lx，y》>。 把 x 和 表示 为 0，X1，X2，…**， % 的 西 组 合 ， 
导出 0= x = y. 
C 的 每 个 极端 点 上 ECAA 设 C 的 顶点 是 xiy 
X, X. 把 6b RADAS 
En x 
并 证 明 对 某 个 i, 和 ;= 1. 
7。 刀 是 居中 所 有 可 以 彤 示 成 形 为 
Ea Xi 
i=1 
的 点 之 集合 ， 这 里 RCN HR MLO. 
Ci=ó, $ 
P. -È MAEC, 
则 对 任何 e 过 0， x+ex, Ë € C, 
九 的 凸 性 直接 从 定义 2,1 (b) 得 出 。 
D:i= $, 令 
x =Ë Àx €D, 
WE 220, x +ëex, € D, 
Ds=V, $ 


z = 加 neEF， 
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MRL- xmsly 2 D. 

8. (a)4 和 且 的 凸 性 从 定义 2.1(b) 直接 得 到 。 因 为 PO 
=P (2.0》 =2P(0) ,就 有 P(0) = 0， 因此 0 € AnB. # 
x €V, Mi 


P (przyr *) <: 

从 而 0 € A: n B, 

(b) 从 《ce) 和 8$2.21 得 到 

(c) 设 9 是 4 的 度 规 ， 则 

g(x) =inff 之 0 |x EAA} 
=inf{A> 0| p(x)<N} = p(x), 

因此 4g = p， 类 似 地 ，p 是 8 的 度 规 。 

9, 车 对 所 有 的 >> 0 ,p(Xx)<1， 则 p(x) = 0. 

10。 是 连续 函数 ，{x |p(x)< 工 } 是 C 的 开 子 集 ， 因 此 
C 是 凸 体 。 f 

反之 ,假设 C 是 凸 体 。 证 明 0 Cint(C> ( 见 定理 2.23)， 
从 而 存在 0 的 一 个 邻 域 0， 使 得 UCC， 因 此 p(0)< 1。 推 出 
b fE 0 连续， 现在 证 明 p 在 EE 的 每 点 连续 。 为 此 ， 对 于 一 个 凸 
体 C， 有 int(C) = CI 及 区 = Cs, 再 利用 { z | p(zy< 1)( = C) 
的 开 性 及 {x1p(x) 和 1} CEC 的 闭 性 ， 

11。 从 定理 2.27 直 接 得 到 。 

12。 设 8 是 4 相对 于 E 的 补 。 存在 x*，y E4，z6E 刀 使 
z EXXY，3》。 定 义 Q=sup {和 ER|[z, z+XMy- x)]ccB), B 
=sup (K ER| [z; z+K(x— y)]C B), $u =z+a(y-x) ， 
v =z+B(x- y) 证 明 u € A, e€ A, <u, WCB, 

13。 首先 证 明 
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NC: =N int(C) ESNint(Cn). 


kE NiC). #x ENC, 证 明 x， xo]C fint(CD)。 
证 明 完 成 。 


1。 由 定理 3.8， 存 在 玖 中 闵 超 平面 万 = f (a) HABA 
#IB. BRIA, f(B)2a, 利用 4 和 B 的 开 性 证 明 
f(A)<a, f(B)>a, 

2. .证明 存在 巨 的 开 凸 子 集 C ，D 满 足 4CC，BCD， 
CD = 中 。 利 用 练习 1 的 结果 。 

3。 SRi: BEH = 广 !(c) 是 使 7(x) = a 的 超 平面 。 存 
在 y EE, AIOS 0. EAX +6x 和 x -6xy， 这 里 9> 
0. 


充分 性 ， 假 设 x Eint(4)， 由 $3.9， 存 在 E 中 包含 x 的 
超 平面 瓦 ， 真 分 离 4 和 { x). A 中 不 存在 被 五 严格 分 离 的 两 个 

4. RE 是 线性 赋 范 空 间 ， f, E>R 是 线性 函数 ， 使 
|f | 不 连续 〈 见 定理 3.7 后 的 注 (c)) 。 考 虑 集合 {x € E| 
KORS SA 

5, šK =ó Ako €K. SH K +K5K. 为 


了 证 明 K + 及 GK， x €K, y €K, WH (z+) € K 


- 


6. 命题 直接 从 “ 极 ” 的 定义 得 出 。 我 们 举 出 一 个 例子 。 
WRECK, +K), WAEN EK, y € K,, >0# 
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<x|uy +À<y| uy = <x +Ày| uy<0, 
分 别 令 X~ + cc 和 + 0 ， 我 们 得 到 O| uy<0K.x|uy<0. M 
而 有 

(K+K CKINK?. 


第 四 章 


l. 由 定理 4.2， 每 个 x Eco CA) 可 以 写成 4 中 kh +1 个 
点 gl，u，…，oi+l 的 凸 组 合 


Ba 
i=l 


遵循 定理 4.2 的 证 明 ， 试 写 x 为 6 和 4 中 其 它 k 个 A A 


A 
口 。 


2, 应 用 定理 4,2。 
3。 利用 § 2,4 的 性 质 Cd) 和 定理 4.2。 
4, 假设 YE-4。 因 为 d (x, A) > 0 及 4i->4(i->co)， 


##N €N, EIER >N, hA A< dG, A), & 


xx (i->oo) 矛盾 。 

5。 若 4 非 凸 ， 则 存在 x， yx, 2€R=s, x,y € A, z€ A, 
z E<, y>, 定义 p=d(z,A) (这 里 d 是 R* 上 的 欧 几 里 得 度 
E. RHP. E A>A (G>) ， 则 存在 VEN 使 得 
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h(A, AnD <io. 找 出 点 Xis X 6.4, z€ xu, X> 满足 


d GA) >p. FATER. 


6. (a) 存在 x Eri(C)。 #yC€G, MJ[x, y>cri (C) 
〈 见 8 4.8) ， 因 此 y EC. 

(b) 设 巨 是 线性 拓扑 空间 ， 孝 碟 一 个 在 已 中 稠密 的 超 平 
面 〈 见 定理 3.7 后 的 注 》 。 

7。 PEEPAR. 

充分 性 ， 利 用 练习 6 (a) 的 结果 。 

8. 充分 性 是 平凡 的 。 

必要 性 ， 假设 4 则 局 *$， 因 为 C =C), ROHAN 


Ti(C) #*b。 利 用 4 的 开 性 导出 4mri(C) #9. 
9. 设 xEri(C)。 存在 yECfri(D) 及 z€C 使 得 x €《y， 
2z》。 导 出 x Eri(D)、 
10. (a) 遵循 定理 4.10(c) 的 证 明 ， 
O 对 有 限 个 凸 集 的 集 族 情 形 ， 遵 循 定理 4.10(d) 的 证 
明 。 其 它 情况 ， 利 用 区 间 
@, +i CEN) 


物 造 一 个 反例 。 
11。 Xis Xas ts Xut Ahin + 2 个 点 ， 它 们 是 仿 射 
独立 的 。 因 此 存在 不 全 为 8 的 Ms Hrs s Mep ER， 使 得 


LARA s+2 
Kx = 0 K L= 0. 
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EX A, =co(xi| u> 0), A,= ANA,. Bl, Helly 定理 的 证 
BH. ` 

12. 由 $4.11， 存 在 y C€R*, a€R , # (K| y) <a 及 
(C| y) >a. ERY EKK (C| y)2> 0. 

13。 K MK EADH, AHK = K,， KY =K, 利 
用 第 三 章 练习 6 的 结果 。 

14. 因为 4P" 是 一 个 锥 ，(AP"| a) <a giia ( AP"*| a > 
0。 后 一 不 等 式 葡 涵 4io<0。 
15。 设 B8 是 所 有 y= (M,N) ER" 使 之 0 的 集 


， 半 1= 1。 卫 是 凸 紧 集 ， 因 此 ，4B 是 凸 紧 集 。 就 有 ， 


I=1 


rb 


Ay=0, y20, y=#0fE R° 中 没有 解 y 。 
<>0 EAB 


所 > 存在 一 个 超 平面 ， 严 格 分 离 { 0 RAB. 


第 五 章 


1，2，5，6 从 定义 5.9 直 接 得 出 . 

3。 利用 8$5.12。 

4。 (a) 从 定义 5.9 走 接 得 出 。 

(b) ”利用 集合 {x € E| 04(x)< 和 } 〈 见 定理 5.3) 。 

7。 (a) 设 了 是 常数 。 

(b) 鉴于 7 的 连续 性 , 我 人 有 BCint(4) . 设 x EE， 
使 f(x)<X。 设 xoEint(4)。 存 在 yE4， 使 得 nE, y>, 
导出 f(%。)< 和 和。 从 而 有 int(4)CCB; 

8。 (a) 设 x* 是 f 的 局 部 极 小 点 、 对 每 个 yEV ,考虑 了 
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在 过 x fn y 的 直线 上 的 限制 ， 证 明 (>) 之 f(x)〈 见 第 一 章 练 
331). 


(b) 假设 < 和 ?是 了 的 整体 极 小 点 。 ARAS Gery), 


9。 利用 函数 x—>|x— xl 的 严格 凸 性 。 见 8 5.18 的 例 
a). 

10. dom(f0Dg)=dom(f)+dom(g). 

11. HL$5.20. 如 果 f(a)= - co 且 了 在 c 上 局 部 有 界 ， 
存在 a 的 一 个 邻 域 U, 使 得 Ucdom(f), 由 $5.12， 对 所 有 
的 x* EU, f(x)= - co, 

12。 应 用 定理 5.29 的 类 似 情形 。 

13。 从 定义 5.9 直 接 得 到 。 

14。 Rx, YEE, AEO, 1)。 令 2= 和 NX+(1 一 入) y. iË 
f, E>R 是 次 可 微 函数 ， z'€6f(z)。 对 所 有 的 +EE， 我 们 
有 


fG)27/(z) + 4 - z| z, 
分 别 取 +=x Rty, FAASOA- MENS). 
15. 令 C=co(eb e, Eny ~ ete, — Ep) . 
证 明 
C=fe, t. tD E RJE El<1} 
〈 见 第 二 章 练习 2) 。 
注意 yEaf(0) 等 价 于 
max l >al y) x= C1,"b,) ER", (*) 
证 明 (*) 等 价 于 yEC。 导 出 af(0) = C. 
16。 (a). 从 定义 5.9 真 接 得 到 。 
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(b) j x€E, x EE f <x x = || x || * jx El = 
1 x 站 。 对 所 有 的 yE 五 ， 我 们 有 
f(y) -f(x)— Cy x 


=lyl- lz Ol + |z Ë 
1 TEE nz ' 
2 yle +yli- Ny e ll 


DE < 
=z y l- x>. 
RZ, ix € E, x*€0f(x), 对 任何 y EER 
1 1 
Bl xt + y- xl x5>, 


取 y= 和 x， 分 别 令 X 个 工 及 和 + 1。 导出 《xx = ||x|2, Rell 
<l, 取 y = x +z, 推出 对 任何 zE 已 ，z 关 0 


就 有 | xz 中 和 1 x |l. 
(c) 利用 (b) 的 结果 。 
17. 应 用 定理 5.37 并 见 练习 14。 
18。 定义 从 R 到 RORA S H 
-wx WRx>0 
hn){ 
+oo 如 果 x< 0 
和 
f,(x)= f,(— x) 
我 们 有 If) =af(0)= K a(fi+f,)(0)=R， 
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19。 设 有 和 f, 是 R* 上 的 正常 凸 函 数 ，x €dom(/f,) N 
dom(f,)，f 在 x 连续 .我们 有 x€int(dom(f1)) 由 dom(f,)。 
证 明 int(dom (/,))flri(dom(f,)) #0. 

20. 定义 9 为 
f(x) #xEA 
+ co 若 xE4。 

我 们 有 (x EA FKA ={x EXIg(x)<X} PAER. iF 
骨 


g(x) ={ 


(a) 二 >g 是 下 半 连 续 的 过 (b) 
出 定理 5.8， 9 是 下 半 连 续 的 ， 当 且 仅 当 
lin infg(x)>g(0) FraEX œ) ' 


证 明 (*) ENF Co) 。 

21. (a) 用 定义 

f(x)=+co 若 xEC 

将 了 延 拓 到 整个 上 .区 别 两 种 情形 ， 对 任何 x EG， 了 (x%) 
> - oo， 及 存在 x €G, 使 (x)= - ce。 证 明 在 后 一 情形 ， 
对 所 有 的 x* € E, RIA IFO =+ ( 见 $5.12) ， 因 此 
对 所 有 的 xEG， 了 (x)= -co。 

应 用 定理 5.8 (c) 。 

(b) 利用 定理 5.23 和 (a) 的 结果 。 

(e) 设 f, E—R 是 线性 的 ， 但 不 连续 ， 取 C = E. 

22, 设 4CU 是 紧 集 。 存在。> 0， 使 ACU, x= 

A,= (x ER d(x, A)< e}. 

由 定理 5.23, f 在 U 上 连续 。 因 为 A, 是 紧 的 ， 存 在 m，M € 
R, ERRER x EA m< f(x) <M. 仿照 在 8 5.21 中 定理 
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的 证 明 。 

23. 设 (a, b) ERexRs。 应 用 Š 5,26 于 函数 族 {fs| x 
EB}， 这 里 f, 定 义 成 f(y) = f(x,y), 而 8 是 R 内 中 心 为 
的 球 。 

24。 gx EE、 因为 f 在 x。 连续， 我 们 有 f(xo x)G 
R. mE x R 中 的 直线 

{xo +Àx, f(x) HAF’ CX %))| 和 ER)。 
HEEE x R 中 包含 m 的 闭 超 平面 ， 真 分 离 epi( f) 和 m L 
83.9) 。 导 出 存在 xy E38f(xo), EF (xu x)= 《x| Xx$》。 为 
完成 证 明 ， 利 用 定理 5.36。 
25。 利用 练习 24 的 结果 。 


Terie 
fx(x’) = sup{ <a] x/> = @( || x |D) 
= sup(#sup<x] x!y— p(t)} 
〈 见 8$6.4， 例 (b)) . 
2. 在 Fenchel 不 等 式 中 取 % =x (h$ 6.9) 。 
3。 应 用 定理 6.15。 
4. (a) 我 们 知道 f**(x,)< f(x) ( 见 定理 6 .11). 
设 x"Eaf(xo)。 对 每 个 x EE 有 
FSF CX) + <x — Xo x;> 
天光 
EDP LEDER x - Xol Xs 


《 见 定理 6,11》、 从 而 f**(x0) 之 f(xo)。 

(b). 利用 定理 6.10 和 “a》 的 结果 . 
5。 首先 证 明 f**CcreE) (结合 定理 6.11 (a) 和 定义 
ip j 

6. 应 用 定理 6.10 和 6.16。 

7. #f EF 615, MS = + ce 或 至 少 存在 — 4 x, W 
f(x ) = - co。 在 这 两 种 情形 下 ，f* 是 非 正 常 凸 的 ( 见 § 6.3). 

如 果 上 是 正常 凸 的 ， 则 子 是 正常 凸 的 〈 见 定理 5.24) , 3£ 
Bf*%$= 下 《 见 定理 6.16) 。 导 出 f# 是 正常 凸 函数 。 


8, 54t# = cl(co(04))=cl(oco(4))= 5co(4)=88， 这 


ŒB =co( A 〈 见 定理 6.20) 。 

9. (a) 从 定义 6.1(a) 直接 得 到 。 注 意 ð= c.n. 

(b) 利用 定理 6.20 (e). 

10。 设 f ÆR 上 正 齐 次 实 凸 函数 ，/ 是 连续 的 ， 因 此 三 
ETAR") 。 由 $6.22， 存 在 R" 的 非 空 闭 凸 子 集 C ， 使 得 
=ò. HA ER" 

(x’)ER 因此 sup( x | x” )< + o0 
导出 C 是 有 界 的 。 

有 反之, 设 C 是 R" 的 非 空 有 界 凸 子 集 。t 是 正 齐 次 的 和 是 
的 。 对 每 个 x ER" 及 每 个 zx EC 

Cx|[x')<MI|]x' || 
这 里 M = sup Ixl. MMO ER, 


11。 若 了 非 正常 凸 ， 则 el(f) = -020% 4 FEER 
的 ， 则 elCP) = 于 。 应 用 $ 6.22 (于 的 正 齐 次 性 ， 例 如 ， 从 定 
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理 5.8 (c) 得 出 ) 。 

12。 利用 89(0) 的 定义 和 定理 5.36。 

13。 从 维和 天 "的 定义 直接 得 到 。 

14. 存在 CER"* ， 使 3(x)=(x|a) (x ER"). M 
俐 ，0 闭 =B6，( 见 $6.4) 。 现 在 用 练习 8 的 结果 。 
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int( A) 
A 
bd(4) 
ri( A) 
rb( A) 
Ai 

Ar 

co( A) 
co(A) 
aff( 4) 


符号 汇编 


作为 R 的 子 集 R 中 所 有 满足 a<x<b 的 x 之 集 


€ 


在 线性 空间 中 ， 包 含 端点 和 4 的 线段 ( 见 8 2.1). 


[ac， 的 的 内 部 。《a， 门 和 [c， 旭 有 类 似 定义 。 
x 和» 的 内 积 〈 见 8 4.5) 

u Ek’ 在 x EE 的 值 ( 见 8 3.13) 
R 中 所 有 x > 0 的 集合 
RU{+oo}U{-o0} ( 见 8$1.18) 
ARAR 

4 的 闭 包 

4 的 边界 

4 的 相对 内 部 〈 见 8$ 4.8) 

4 的 相对 边界 〈 见 8$ 4.12) 

4 的 代数 内 部 〈 见 8 2.14) 

4 的 代数 闭 包 Ch S 2.14) 
ARDE 〈 见 82.2) 

4 的 闭 凸 包 〈 见 8 2.25) 

4 的 仿 射 包 〈 见 8 2.6) 


dim(4) 4 的 维 数 〈 见 8 2.6) 


E’ 
K’ 
下 72 


五 的 对 偶 〈 见 83.13) 
Kiik A § 3.13) 


g” KZ 83.13) 

Pr R" 的 非 负 卦 限 《 见 § 4.14) 

T 线性 映射 了 的 伴随 映射 

FOR 所 有 (x, MEV xR 组 成 的 线性 空间 ( 见 §5.1) 
FCA) HER x € 4 有 f(x)<a 

dom(f) f 的 有 效 域 ( 见 $1.21，85.11， 和 $7.14) 
ei 了 的 上 图 象 〈( 见 8 5.17 

f f 的 下 半 连 续 包 〈 见 8$5.5) 

f, f 的 右 导数 

f: f 的 左 导数 

f lm 子 在 mm 上 上 的 限制 

co(f) FRE 〈 见 85.16) 

fig 了 和 9 的 下 确 界 卷 积 〈( 见 8 5.17) 

P (xx) 在 xzo 沿 方向 x 的 方向 导数 CHL $ 5.19) 
Blar) 中 心 是 8 ， 半 径 为 r 的 闭 球 

vi f 的 G 一 一 微分 ( 见 $ 5.28) 

of f 的 次 微分 CL S 5.30) 
dom(87)8f 的 有 效 域 CHL $ 5.30) ra! 
fe FE 6. 

y": f 的 二 次 极 〈( 见 8 6.1) 

cf) 了 的 闭 包 〈 见 86.13) 

$, 4 的 指标 函数 〈 见 8$ 5.15) 

° AB328808 38 CL S 6.5) 

ME) 见 定义 6.17 

T(E) 有 见 86.19 

prox, 关于 子 的 邻近 映射 〈( 见 87.17? 
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absolutely continuous, 
affine combination, 
affine function, 
affine hull, 

affine subset, 
affinely dependent, 
affinely independent, . 
algebraic closure, 
algebraic interior, 


barycentric coordinates, 
best approximation, 
bipolar of a cone, 
bipolar of a function, 


Blaschke’s convergence theorem, 
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Bl 


绝对 连续 ， 
仿 射 组 合 ， 
仿 射 函数 ， 
仿 射 包 ， 
仿 射 子 集 ， 
仿 射 相关 ， 
仿 射 独立 ， 
代数 闭 包 ， 
代数 内 部 ， 


重心 坐标 ， 

最 佳 逼近 ， 
锥 的 二 次 极 ， 

冰 数 的 二 次 极 ， 
Blaschke 收敛 定理 ， 


C 


Caratheodory number， 
Caratheodory theorem 
closed convex hull, 
closed function, 
closed half 一 Space . 
closed hyperplane. 
closure of a function， 
concave, 

proper, 
cone, 

convex. 

finitely generated convex, 
cone of supporting functionals, 
conjugate , 
constraint qualification, ` 
convex algebraic body, 
convex body, 
convex combination, 
convex cone, 
convex function, 

improper, 

proper, 

“strictly, 


Caratheodory 数 ， 
Caratheodory 定 理 ， 
闭 凸 包 ， 

闭 函 数 ， 

团 半 空间 ， 

闭 超 平面 ， 
函数 的 闭 包 ， 
四 的 ， 

正常 四 的 ， 
tE, 

mH, 

有 限 生成 凸 锥 ， 
支撑 函数 的 锥 ， 
KH 
约束 品 性 ， 
ARAK, 
K, 

DAE, 
k:a >» 

ARR, 

非 正常 凸 函 教 ， 
正常 凸 函数 ， 
TROR, 


convex huli, 

convex polytope, 

convex programming, 

convex set, 

convexity space, 

cyclically monotone, 
maximal, 


D 


derivative, 
differentiable, 
Fréchet—, 
Gateaux—, 
dimension, 
directional derivative, 
domain, 
effective, 
dual of a function, 


dual of a normed linear space, 


dual problem, 
duality theorem of Fenchel, 


E 


effective domain, 
epigraph, 
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mt, 
凸 多 胞 形 ， 
凸 规划 ， 
DER. 
凸 性 空间 ， 
循环 单调 ， 
最 大 循环 单调 ， 


导数 ， 

可 微 的 ， 
Frechet 一 可 微 ， 
Gateaux 一 可 微 , 

维 数 ， 

方向 导数 ，“， 

定义 域 ， 

有 效 域 ， 
函数 的 对 偶 ， 

赋 范 线性 空间 的 对 侦 ， 

对 偶 问题 ， 

Fenehel 对 偶 定 理 ， 


有 效 域 、 
EER, 


equality constraints, 


extreme point, 


F 


Farkas’ lemma, 
feasible solution, 

strictly, 
Fenchel’s duality theorem, 
Fenchel’s inequality, 
finitely generated convex cone, 
Frêchet derivative, 
Erechet-differentiable， 


G 


Gateaux-differentiable, 


Gateaux-differential, 
gauge, 

generator, 

Gordan’s lemma, 


H 


Hahn-Banach theorem, 
Hausdorff distanee, 


等 式 约束 ， 
极端 点 ， 


Farkas 引 理 ， 
可 行 解 ， 
严格 可 行 解 ，. 
Fenchel 对 侦 定 理 ， 
Fenchel 不 等 式 。 
有 限 生 成 凸 锥 ， 
Frechet 导 数 ， 
Fréchet- Tjik, 


G ateaux- 可 微 ， 
G ateaux- 微 分 。 ** 
度 规 ， 

生成 无 ， 
SerdariB| 理 y 


Hahn-Banach 定理 ， 
HausdortfiE t, 
f} 


Helly number， 
Heliy’s theorem, 


H older's inequality, 
hyperplane, 
closed, 
non-vertical, 
supporting, 
vertical, 


improper convex, 
indicator function, 
inequality constraints, 
inequality of Fenchel, 
inequality of Holder, 
inequality. of Jensen,’ 
inequality of Young, 
infimal convolution; 
interior ofva ;line .segment. 


Epi tane enait 


Jensen’s. inequality,- 
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Helly 数 ， 
Helly 定 理 ， 


H older 不 等 式 ， 

超 平面 ， 
闭 超 平面 . 
非 垂 直 闭 超 平面 ， 
支撑 超 平面 ， 
垂直 超 平面 ， 


非 正常 凸 ， 

指标 函数 . 
不 等 式 约束 ， 
Fenchel 不 等 式 ， 
H 01der 不 等 式 ， 
Jensen 不 等 式 ， 
Young 不 等 式 ， 
TARER, 


线段 的 内 部 ， :93 


Jensen KSR 


ee 


k-simplex, 
Kirchberger’s theorem, 
Kuhn-Tucker conditons, 


L 


Lagrange function, 
Lagrange multipliers, 
Lagrangian, 
line segment, 
linear programming, 
linear topological space, 
Lipschitzian, 

locally, 

locally equi- 
locally bounded, 
locally convex space, 
logarithmically convex, 
lower semi-continuity, 


lower semi-continùous hull, 


- maximal (cyclically) monotone, 


有 - 音 纯 形 ， 
Kirchberger EH, 
Kuhn-Tucker 条 件 ， 


拉 格 朗 日 函数 ， 
拉 格 朗 日 乘 子 ， 

拉 格 朗 日 算 子 ， 

线段 ， 

线性 规划 ， 

线性 拓扑 空间 ， 

李 普 西 兹 ， 

局 部 李 普 西北 ， 

局 部 等 度 李 普 西 效 ， 
局 部 有 界 的 ， 
局 部 凸 空间 ， 
对 数 凸 的 ， 

下 半 连 续 性 ， 人 
下 半 连 续 包 ， 


最 大 (循环 7) 单调; 
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midpoint convex, 
Minkowski, theorem of, 
Minkowski distance functional, 
minorant, 
monotone operator, 

cyclicaliy, 

maximal (cyclically) , 
multifunction, 

convex, 
multipliers, 


N 


non-trivial supporting hyperplane, 
non-vertical hyperplane, 

norm topology, 

normal, 

normal cone, 

normed linear space, 


0 


optimal solution， 


polar of a cone, 
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HADR, 
Minkowski ® , 
Minkowski 距 离 函 数 ， 
3869, 
单调 算 子 ， 
循环 单调 算 子 ， 
最 大 (循环 ) 单 调 算 子 ， 
SRR, 
凸 多 值 函数 ， 
乘 子 ， 


非 平凡 支撑 超 平 面 ， 
非 垂 直 超 平面 ， 

范 拓 扑 ， 

正规 的 ， 

EAH, 

正规 线性 空间 ， 


最 优 解 ， 


RR, 


polar of a function, 
polyhedral cone, 
positively homogeneous, 
projection, 

proper concave, 

proper convex, 

proper separation, 
proximity mapping, 


Q 


quasi-convex, 
strictly, 


Radon number, 
Radon's theorem, - 
relative boundary, 
relative interior, 


saddle point, 

separation, 
proper, 
strict, 


RARR, 
多 面 锥 ， 
正 齐 次 的 ， 
投影 ， 
正常 目的， 
正常 凸 的 ， 
真 分 离 ， 
邻近 映射 ， 


MAR, 
严格 拟 凸 的 ， 


Radon 数 ， 
Radon 定 理 ， 
相对 边界 ， 
相对 内 部 ， 


a 
分 离 ， 
真 分 离 ， 
38598, 
tet 


separation theorem， 
simplex, 

Slater’s condition, 
star-shaped, 

strict separation, 

strictly convex, 

strictly feasible solution, 
strictly quasi-convex, 
subadditive, 
subdifferentiable, 


` subdifferential, 


subgradient, 

supporting function ; 

supporting hyperplane, 
non-trivial š 


T 


theorem of the alternative, 


V 


vertex, 
vertical hyperplane, 
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分 离 定 理 ， 
单纯 形 ， 
Stlater 条 件 ， 
星 形 的 ， 
严格 分 离 ， 
严格 凸 ， 
严格 可 行 解 ， 
严格 拟 凸 的 ， 
次 加 性 的 ， 
次 可 微 的 ， 
次 微分 ， 
WAR, 
支撑 函数 ， 
支撑 超 平面 ， 
非 平 凡 的 支撑 超 平面 


gr 


weak topology, 


Young’s inequality, 


Ww 


y 


弱 拓 扑 ， 


Young 不 等 式 ， 
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